|z rjeCnika metodike

Apstrakcija

Zdravko Kurnik, Zagreb

Matematika je apstraktna znanost. Ob-
jekti, veliCine i odnosi medu njima, koji se
pojavljuju i promatrgju u matematici, uzeti
Su iz stvarnog svijeta, ali su im razna obi-
ljezja apstrahirana. Na temelju te Cinjenice
lako zakljucujemo da znanstvene metode ap-
strakcija i njezina suprotnost konkretizaci-
jaigraju posebno vaznu ulogu u matemetic-
kim istrazivanjima, a samim timei u nastavi
matematike.

RijeC apstrakcija potjece od latinske ri-
jeCi abstractio &to znali izdvajanje, izvlaCe-
nje, odvajanje, odvlacenje.

¥ x

Razvojni put matematike do apstraktne
znanosti bio je dug. Podsjetimo se ukratko
na pocCetak. Matematika drevnih civilizacija
Azijei Afrike, posebno Babilonai Egipta, bi-
lajekonkretna, tijesno povezanas praktickim
izraCunavanjimai mjerenjima. Medutim, veC
su stari Babilonci i EgipCani imali neku pre-
dodZzbu o uoptavanju i zakljucivanju, a kod
njih se nazire i potetak dokazivanja. Stari
Grci, zahvaljujuci putovanjima svojih znan-
stvenika i filozofa u te zemlje, upoznali su i
preuzeli njihovamatematickaznanja, ai suih
poceli objaSnjavati nanov nacin. U mnostvu
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do tada nepovezanih Cinjenica Grci su poceli
traziti dliCnosti, apstrahirati ih i generdizira-
ti, aonda odatle izvoditi, deducirati nove €i-
njenice. U matematici vazno mjesto pocinju
zauzimati apstraktna razmatranja i dokaziva-
nje. ZaCetnik toga postupka je otac grcke
matematike Tales (oko 624. —548. p.K.). la
ko u njegovom dokazivanju vlada pomutnja
izmedu konkretnog i apstraktnog, pa njegov
dokaz jos nije logicki strog, Talesov postu-
pak jeipak znatajan pomak prema apstrakci-
ji. Potpuna apstrakcija matematickih pojmo-
va postize se nakon Talesa. Tako Pitagora
(oko 570. —497. p.K.) vet razmatra apstrakt-
ne geometrijske objekte, akod njegasui bro-
jevi apstraktni.. Uvodi dokaz u matematiku.
Njegov filozofsko—znanstveni sustav, i pored
svih nedostataka, doprinio je da se kod Grka
matematika razvije kao apstraktna znanost.
Pomocu apstraktnih matematickih pojmova
oni njegovi djedbenici objasnjavali su struk-
turu svemira.

Teoretski problem apstrakcije razmatra
filozof Sokrat (469. —399. p.K.) usvojoj ras-
pravi sasofistimau vezi s pitanjem o garanci-
ji spozngje. Platon (oko 429. —348. p.K.) u
shvaCanju apstraktnih matematickih pojmo-
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va odlazi jos korak dalje. On u njima vidi
realnost i postojanje svih idegja iskustvenih
objekata. Matematika, koja radi s apstrakt-
nim matemati¢kim pojmovima, omogucuje
sagledavanje svijeta izvan iskustva. 1z toga
proizlazi njegovafilozofija i njegovo poima-
njesvijeta- Platonov “svijetidegja ‘. Platono-
vo ucenje o idgjama odbacio je matematiCar
Euklid ( oko 330. — 275. p.K.). Svi pojmo-
vi koje on razmatra su iz ogjetilnog iskustva.
Sklon je strogim dokazima. Njegovi “Ele-
menti’* sadrze visok stupanj apstrakcije. U
prvim stoljeCima prije i poslije Krista nala-
zimo zaCetke svih asnovnih znanstvenih me-
toda istraZivanja, analogije, analize i sinte-
Ze, generalizacije i specijalizacije, indukcije
i dedukcije, apstrakcije i konkretizacije.

U kasnijim razdobljima matematika se
brZze razvijala. Pojava svakog novog podru-
Cjamatematike pokretala bi ponovo rasprave
oko karaktera tradicionalne i apstraktne ma-
tematike. Danas je tgj odnos jasno naznaten.
Izvanredan pregled glavnih ideja i metoda u
matematici tijekom njezina razvoja moze se
naci u knjizi [1].

x5

Sto je zapravo apstrakcija? Postoje raz-
liCiti opisi ovog pojma vet prematome u ko-
joj seznanosti ili podrucju ljudske djelatnosti
onsusrece (logika, psihologija, filozofija, ke-
mija, matematika, umjetnost, razgovorni je-
zik i dr.). Apstrakcija je jedan od temeljnih
misaonih procesa. U znanosti, a posebno u
matematici, apstrakcija oznacuje djelotvoran
i logicki razraden postupak zateoretsko upo-
znavanje predmeta i prakticko ovladavanje
njime.

Preciznije:

Apstrakcija je misaono odvlacenje
opCeg bitnog svojstvapromatranog objek-
taili pojave od ostalih svojstava, nebitnih
za odredeno proucCavanje, i odbacivanje
tih nebitnih svojstava.

Buduti da se opta bitha svojstva nekog
skupa objekata izdvajaju primjenom metode
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generaizacije, iz toga ocito proizlazi da je
apstrahiranje uuskoj vezi spoopctavanjem
i da se ne moze bez njega ostvariti.
Poopctavanjei apstrahiranjestalno sepri-
mjenjuju u procesu formiranja pojmova pri
prijelazu od predodzbi k pojmovima. Pri to-
me, konkretni objekti, potrebni za formira-
nje novog pojma, morgju biti odabrani tako
daomogucuju pooptavanje, izdvajanje bitnih
svojstava koja tvore sadrzaj pojma. lzdvaja
nje i apstrahiranje op€ih i bitnih svojstava
sluze za matematicki opis promatranih kon-
kretnih objekata. Pogledajmo vrlo jednosta-
van, ai i vazan primjer pojma broja, gdje se
uCenik prvi puta susrece s apstrakcijom.

Primjer 1. Pojam broja 3.

Do pojma broja 3 uCenik dolazi u neko-
liko koraka.

1) Zapazanje (ogetilna spoznaja): upo-
znavanje konkretnih skupovai njihovih svoj-
stava.

2) Predodzba o broju 3: uoCavanjei iz-
dvajanje zajednickog bitnog svojstva proma-
tranih skupova.

3) Formiranje apstraktnog pojma broja
3: bitno svojstvo skupa {a, b, c}.

Sli¢anjeprocesformiranjai mnogih dru-
gih apstraktnih matematickih pojmova.

* * *

Evo na pocetku joS nekoliko jednostav-

nih apstrakcija.
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Primjer 2. Iz svakodnevnog zivota.

1) S prirodom apstrakcije, ato znali s
jednim zamatematiku vaznim misaonim pro-
cesom, ucenike mozemo upoznati vrlo rano.
Uzmimo jednostavnu jednakost 20-5 = 100.
Tu jednakost mozemo shvatiti kao rezultat
apstrahiranjaiz mnogih konkretnih odnosa.
Koji konkretan sadrzaj mozemo dati navede-
noj jednakosti? Neki su od odgovora na ovo
pitanje koje ofekujemo od uCenika: vrijed-
nost 25 primjeraka dnevnih novina po cijeni
od 5 kuna, povrSina prostorije duljine 25 me-
tarai Sirine 5 metara, prijedeni put vozilom
za 5 sati brzinom od 20 km/sat i dr.

2) U 3kolskim zadatcima o brzinama ob-
jekt koji se giba po nekom putu najceste
je Covjek, zivotinja, bicikl, automobil, vlak,
brod ili avion. Pri rjeSavanju takvog zada
tka mi se ngjprije udaljavamo od konkretne
prirode objekta i zamisljamo objekt kao ma-
terijalnu tocku kojasegibapo pravcu. Nakon
ove apstrakcije zadatak rjeSavamo kao ma-
tematiCki zadatak.

3) Problem postavljanja cjevovoda iz-
medu dvaju mjesta povezan je s nizom pi-
tanja. Sam cjevovod je konkretan objekt ko-
ji imaraznovrsna i za prakticke svrhe vazna
svojstva: oblik, veli€inu, duljinu, tezinu, pro-
pusnu snagu, kakvotu materijala, kakvotu
izolacije i dr. Pri rjeSavanju ovog problema
projektant mora nekoliko puta apstrahira-
ti, izdvajgjuci neka od navedenih svojstava i
Zzanemarujuci privremeno ostala.

Razmatranje duljine cjevovoda i trase
vodi do prvog apstrakthog modela cjevovo-
da— geometrijske linije, razmatranje oblika
i veliine cjevovoda u svrhu &to ucinkoviti-
jeg rada vodi do drugog apstraktnog modela
cjevovoda — geometrijskog tijela, a razma-
tranje kakvoce izolacije cjevovoda vodi do
treCeg apstraktnog model a cjevovoda— geo-
metrijske plohe. Proucavanje ovih apstrakt-
nih modelakonkretnog objektadaje potrebne
odgovore naranije postavljena pitanja.

¥ x

Vet iz prvadvaopisana primjerauoCava-
mo dase apstrakcija pojavljuje u dvarazlicita
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oblika. Prvi od njih karakteriziran je osjetil-
nom spoznajom.

Primjer 3. Predmet u prostoru.

Promatrajmo donji predmet kao geome-
trijsko tijelo. Ono imarazlicita svojstva koja
uoCavamo nasim ogjetilima: poloza) u pros-
toru, oblik, veli¢inu, omedenost i dr. U svrhu
prouCavanja mozemo izdvojiti bilo koje od
tih svojstava i udaljiti ga od ostalih. Strelice
na crtezu pokazuju tri moguca smjera aps-
trahiranja.

polozaj

oblik

*k * *k

veli¢ina

Drugi oblik apstrakcije karakteriziran je
njezinim udaljavanjem potpuno izvan osjetil-
nog podru¢ja. Ona je po svojoj prirodi dub-
lja od prve, jer nije samo jednostavan izbor
nekih svojstava objekta za odredeno prouca-
vanje veC i njihova transformacija.

Primjer 4. Klasifikacije trokuta.

Postoje dvije prirodne klasifikacije tro-
kuta: Klasifikacija u ovisnosti o duljinama
stranicai klasifikacija u ovisnosti o veliCina-
ma kutova.

Ako vr&imo klasifikaciju trokuta u ovi-
snosti 0 duljinama stranica, onda se pri to-
me udaljavamo od svojstava medu velicina-
ma kutova i drugih svojstava. To je prva
apstrakcija.

Rezultat klasifikacija su dljedeti pojmo-
vi: raznostranicni trokut, jednakokracni tro-
kut, jednakostrani¢ni trokut.
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Ako vr&imo klasifikaciju trokuta u ovi-
snosti 0 veli¢inama kutova, onda se pri to-
me udaljavamo od svojstava medu duljinama
stranica i drugih svojstava. To je druga aps-
trakcija.

*

Pogledajmo sada jedan sloZeniji primjer
iz Skolske matematike u kojem se prozima
i nadopunjuje nekoliko znanstvenih metoda
(analiza, konkretizacija, indukcija, generali-
zacija, analogija), aposebno obratimo pozor-
nost narazlicite razine apstrahiranja.

Primjer 5. Zakon komutacije za zbra-
janje prirodnih brojeva.

a) Ovaj zakon ucenici upoznavaju i us-
vagju vet u pocetnoj nastavi. Kao temelj
istrazivanja sluzi induktivni postupak koji se
sastoji od nizainduktivnih zakljucaka o kon-
kretnim objektimai specijalnim sluCajevima.
Konkretni objekti su ngj¢edte skupovi pred-
metaiz stvarnog svijeta: olovke, Stapici, plo-
¢ice, novCici, kockice i dr. Naprimjer, zbroj
3 novCicai 6 novCica jednak je 9 novCica, a
toliko novcica dobiva se zbrgjanjem 6 nov-
Cicai 3 novCita. Dakle, vrijedi jednakost
3+ 6 = 6+ 3. Mijenjanjem broja elemenata
iz navedenih skupova, zbrgjanjem i provje-
ravanjem dobiva se za tu razinu nastave niz
apstraktnih jednakosti:

3+6=6+3 9+4=4+09
74+12=12+7 10+ 15= 15+ 10

Jednakosti pokazuju da je nebitna priro-
da predmeta, a bitan odnos medu brojevima
predmeta kojeg one opisuju. |zdvaganjem to-
gaopteg, bithog izvedena je prva apstrakci-
ja.

b) Dobivene jednakosti mozemo u dalj-
njim razmatranjima uzeti kao polazne ma-
tematiCke objekte i njih takoder podvrgnuti
pooptavanju i apstrahiranju. Pogledajmo pa-
Zljivo tejednakosti. Nijetesko otkriti unjima
ono opce i odvgjiti ga od njihovog konkret-
nog sadrzaja. S0 je to opte? Na lijevoj
strani svake jednakosti je zbroj dvaju pri-
rodnih brojeva, a na desnoj strani zbroj tih
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brojeva u obrnutom poretku. Ako odbacimo
te konkretne prirodne brojeve i umjesto njih
uvedemo promjenjive veli¢ine, recimo ai b,
dobivamo jednakost

at+tb=b+a

Prijelazom od konkretnih prirodnih bro-
jeva k promjenjivim veliCinama izvedena je
generalizacija gornjih konkretnih jednakosti,
amisaonim odvlatenjem opteg od posebnog
ujedno je izvedena druga apstrakcija.

Na tg naCin primjenom pooptavanja i
apstrahiranja vodimo uCenike do otkrica za-
kona komutacije za zbrajanje prirodnih bro-
jeva, ali i do pojma promjenjive veli¢ine, va-
Zne kasnije za pojam funkcije.

zasve abeN.

* * *

lako je zakon komutacije za zbrgjanje
prirodnih brojevavet dobiven pooptavanjem
i apstrahiranjem, tagj se postupak moze nasta-
viti. Naime, u tom zakonu se joS uvijek radi
0 konkretnom skupu — skupu prirodnih bro-
jeva N , i konkretnoj operaciji — zbrgjanju
prirodnih brojeva +. Postojei drugi skupovi
i operacije u njima koje imaju isto svojstvo.

Primjer 6. Zakon komutacije.

Zbrgjanje cijelih brojeva +, mnozenje
racionalnih brojeva -, zbrgjanje vektora +,
unija skupova U, presek skupova N, kon-
junkcija sudova A, digunkcija sudova Vv su
neke od operacija za koje vrijedi zakon ko-
mutacije:

at+tb=b+a zasvecijele brojeve a, b,
a-b=Db-a zasve racionalne brojeve
a, b,

Vi + Vo =V, +V; zasvevektore ravnine
Vi, Vo,

AUB=BUA zasve skupove A, B,

ANB=BNA zasve skupove A, B,

ANB=BAA zasve sudove A, B,

AVvB=BVA zasve sudove A, B.

Sve su to konkretne operacije u konkret-
nim skupovima. Prijelazom od konkretnih
skupova k promjenjivom skupu G i konkret-
nih operacija k promjenjivoj operaciji o, koja
u skupu G imaopce bitno svojstvo tih opera-
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Cija, izvodi se novo poopCavanje i nova ap-
strakcija i otkriva opCi pojam komutativne
operacije:

aob=boa zasve abeG.

*k * *k

MatematikaimaSiroku primjenu u mno-
gim podrucjimazivotai mnogim znanostima.
Ako se primjena odnosi na konkretan prob-
lem ili pojavu, izgraduje se njegov apstraktni
matematicki model. Fizikaje znanost u kojoj
je primjena matematike naj¢esta, ajedna od
veza matematike i fizike u nastavi je pojam
funkcije. OpiSimo jedan takav primjer.

Primjer 7. Linearnafunkcija.

Brzinatijelau ovisnosti o vremenu, line-
arno rastezanje metalnog Stapa pri zagrijava-
nju, volumno rastezanje Cvrstih tijela pri za-
grijavanju, promjena stanja plina, veza Cel-
siusovih i Fahrenheitovih stupnjeva dani su
redom relacijama

Vi = Vo + at,

Iy =lo+ bT,

VT = Vo + CT,

pV = nRT (V konstantno
ili p konstantno),

T = gTC + 32.

Nije teSko uociti ono opte u ovim re-
lacijama i odvgjiti ga od njihovoga konkret-
nog sadrzgja. Apstrahiranjem od konkretnih
pojavai pojmova dolazimo tako do funkcije
f(x) = ax+ b, a # 0. Prematome, linearna
funkcija je apstraktan matematicki objekt ko-
ji obuhvata sve navedene konkretne pojave.
ProucCavanjem funkcije f (X) = ax+b,a # 0,
njezinih svojstavai grafaizdvaja se ono opte
§to je svojstveno ne samo pojavama,opisanim
gornjim relacijama, nego i mnogim drugim
pojavama u drugim znanostima. Dobiveni
rezultati proucavanja mogu se nakon toga la-
ko prenijeti u neku konkretnu situaciju.

Samo radi nesto potpunijeg uvida u pri-
mjenu matematike u fizici navodimo jos neke
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fiziCke pojave i odredene funkcije kao njiho-
ve apstraktne matematicke modele:

Jednoliko-promjenjivo gibanje, slobod-
ni pad — kvadratna funkcija,

Boyle-Mariotteov zakon— funkcija obr-
nute proporcional nosti,

mehani ¢ko titranje, izmjenicna struja—
trigonometrijske funkcije,

zakon radioaktivnog raspada — ekspo-
nencijalna funkcija.

k * k

Na kraju nekoliko napomena:

Opisani naCin konstrukcije apstraktnih
modela konkretnih objekata u procesu spo-
znagje ujedno je dobar metodicki nain uvo-
denja ucenika u krug ideja koji predstavlja
predmet proucavanja matematike.

Pri primjeni apstrakcije u drugim podru-
¢jima ljudske djelatnosti treba paziti koliko
daleko smiju i¢i pojednostavnjenje i apstra-
hiranje, koji se detalji mogu zanemariti i na
koje manje vazne uCinke ne treba obracati
pozornost. S jedne strane, apstraktni ma-
tematicki model na koji se svodi konkretni
problem ne smije biti suviSe slozen, asdruge
strane ne smije se pretjerano pojednostavniti
njegova konkretna strana. Nije uvijek lako
nati granicu do koje se smijeici.

Uza sve dobre strane apstrakcija ima i
jednu losu stranu: udaljavanje od nekih svoj-
stava objekta, nevaznih za odredeno prouca-
vanje. Time se moZe izgubiti cjelovita sika
objekta.
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