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Fundamentalne ideje za
nastavu geometrije

Dubravka Glasnovi¢ Gracin, Zagreb
Ana Kuzle, Potsdam

U MiS-u je u vi$e navrata naglagena
vaznost geometrije u poucavanju te
problem redukcije geometrijskih sadrzaja

u kurikulu kroz posljednja desetlie¢a do
danas. U ovom tekstu donosimo novu
konceptualizaciju vaznih geometrijskih ideja
koje bi se, prema njemackom metodic¢aru
matematike Wittmannu, trebale svakako
na¢i u matematickim kurikulima.

Uvod

Posljednjih se desetlje¢a u mnogim zemljama di-
llem svijeta primjecuje smanjenje udjela geometri-
jskih sadrzaja u nacionalnim kurikulima (vidi [1], [6],
[7]1[8]). Uvidu literaturu ukazuje da su mnogi auto-
ri primijetili ovaj fenomen te se u tekstovima mogu
naci vapaji poput “Ne zanemarimo poucavanje ge-
ometrije!” (vidi [13]) te briga da je geometrija u
osnovnoj skoli stekla reputaciju “problemati¢nog
djeteta” unutar pou¢avanja matematike (vidi [1]).
Jones (vidi [5]) kao razlog za smanjenje udjela ge-
ometrije navodi nastojanja da se u kurikule uve-
du sadrzaji ostalih, novijih, matematickih disciplina
poput algebre, statistike i vjerojatnosti. Uz to, u
okvirima velikih medunarodnih studija poput PISA-
e i TIMSS-a, udio zadataka iz geometrije je manii
u odnosu na neke druge domene (vidi [9] i [12]).
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Obzirom na to da ove medunarodne studije utjecu
na strukturu i zahtjeve mnogih nacionalnih kurikula,
moguce je da su i one takoder utjecale na smanje-
nje geometrije u nastavnim programima.

Kurikul geometrije — problemi

Uz jednaku satnicu i uvodenje novih sadrzaja jas-
no je da se nesto od starih tema treba reducirati.
Tu se geometrija, kao vrlo stara disciplina u eduka-
ciji matematike, ocito nasla na prvom udaru. Jo$
jedan od razloga zasto se iz programa reduciraju
bas geometrijski sadrzaiji vijerojatno leZi u tome sto
geometrija ima tisucljetnu povijest poucavanja. S
takvim impozantnim stazem dogodilo se da je godi-
nama diliem svijeta geometrijski kurikul sadrzavao
Saroliku mjeSavinu aktivnosti (vidi [17]) o kojima se
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s vremenom nije vodilo dovoljno raCuna u osuvre-
menjivanju. Stoga je, linijom manjeg otpora, lokal-
nim obrazovnim reformatorima (Cesto i s manjkom
Sireg metodi¢kog znanja o novim teorijama i tren-
dovima) bilo mnogo lak$e jednostavno reducirati
sadrzaje nego dobro promisliti o njima i reorgani-
zirati ih. Na kraju valja spomenuti navod Backe-
Neuwald (vidi [1]) da se gotovo 80 % uditelja
razredne nastave sloZilo s tvrdnjom da je nasta-
va geometrije zanemarena te da uglavnom sluzi za
zabavu.

O smanjenju geometrijskih sadrzaja u hrvatskim
ucionicama svjedoci i Antonija Horvatek (vidi [4])
kada konceptualizira problem kvalitetne nastave
matematike na primjeru procjene i mentalnog racuna
u cjelini Razlomci. Autorica priznaje da ako Zeli kva-
litetno obraditi ove sadrzaje u Sestom razredu, za
to joj treba mnogo vremena i stoga neke druge
sadrzaje mora reducirati: “Najce$ce smanjim broj
sati u geometriji, no time nisam zadovoljna jer ta-
da neke stvari u njoj zaista “preletimo”, a smatram
da to nije dovoljno dobro” (str. 19). Tu vidimo da,
osim kurikula, i sami nastavnici u praksi reduciraju
geometrijske sadrzaje.

Osim toga, pokazalo se da geometrijski zadat-
ci iz hrvatskin udZbenika pretezito traze rutinska
raGunanja (vidi [2]). Drugim rije¢ima, poucavanije
geometrije svelo se na baratanje brojevima i izrazi-
ma kroz razli¢ite formule za opseg, povrsinu i sl., a
vladanje istinskim geometrijskim konceptima i od-
nosima izmedu geometrijskih objekata te razvoj ge-
ometrijskog misljenja stavljeni su u drugi plan.

Ovi nalazi ukazuju na pitanje o kompetencijama ko-
je ucenici danas zapravo dobivaju na nastavi ge-
ometrije te o stavovima prema ucenju geometrije
(vidi [3] i [7]). Takoder, postavija se i pitanje o
budu¢nosti nastave geometrije te o promislienom
pristupu kurikulima iz geometrije i dilemama $to uis-
tinu mozemo izbaciti, a $to trebamo zdusno braniti
da ostane u programu geometrije. Novosti poput
softvera dinami¢ne geometrije i njihovih potencijala
za ucCenje otkrivanjem takoder treba uklopiti u ge-
ometrijske Skolske sadrzaje i programe (vidi [6]).

Fundamentalne ideje

Prema odlukama kongresa ICME-7 (eng. Internati-
onal Congress on Mathematical Education) te pre-
porukama krovne organizacije ICMI (eng. Internati-
onal Commission of Mathemtaical Instruction) veza-
nima uz geometrijske sadrzaje u kurikulima i o pro-
misljanju uloge geometrije i pou¢avanja geometrije
u21. stolje¢u, zapocCete su ozbiljne diskusije 0 ovoj
ocitoj krizi u nastavi geometrije (vidi [8]). Jedan od
nacina kako se suociti s time je ideja organizira-
nja koherentnog kurikula geometrije koji se zasni-
va na “sveobuhvatnim idejama” (eng. overarching
ideas) ili na “fundamentalnim idejama” (npr. [17]
i [20]). Progovorilo se i o potrebi medunarodnog
uskladivanja geometrijskog obrazovanja te kako je
nuzno razmotriti ciljeve nastave geometrije na raz-
li¢itim razinama obrazovanja i prema razli¢itim kul-
turnim tradicijama i okruzenju (vidi [8]).

Ova ideja strukturiranja matematic¢kog kurikula oko
fundamentalnih ideja (npr. vidi [16] i [18]) pozna-
ta je jo$ od 1970-ih godina. Fundamentalne ideje
se u literaturi mogu interpretirati na viSe nacina (vi-
di [14]). Winter (vidi [19]) opisuje fundamentalne
ideje kao matematicke ideje koje su snazno pove-
zane s realnoS¢u i mogu se iskoristiti za stvaranje
razliCitih aspekata i pristupa matematici. One se
karakteriziraju visokim stupnjem unutarnjih veza i
povezivanja, kao i postupnim i neprekidnim razvo-
jem u svakom razredu (vidi [14] i [17]). Schweiger
(vidi [16]) opisuje fundamentalnu ideju kao skup
akcija, strategija ili tehnika koji:

e se moze naci u povijesnom razvoju matematike

e se u kurikulu odrzivo pojavljuje kroz ¢itavu verti-
kalu

e je prikladan za razgovor o matematici te odgo-
vara na pitanje Sto matematika jest

e nastavu matematike Cini fleksibilnijom i transpa-
rentnijom

e posjeduje odgovarajuci lingvisticki ili akcijski
prototip u svakodnevnom zivotu.

Mammana i Villani [8] popisuju nekoliko razli€itih
sveobuhvatnih ideja za kurikul geometrije u 21. sto-
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lie¢u, poput ideje mjerenja, preslikavanja, projek-
cije i topologije, zatim ideje geometrijskin oblika,
transformacija, kao i ideju veze s aritmetikom. Pri-
mjerice, nastavni standardi Sjedinjenih Americkih
Drzava Principles and Standards for School Mathe-
matics donose sadrzajni okvir za geometriju orga-
niziran oko fundamentalnih ideja Oblici i svojstva,
Transformacije, Pozicije i Vizualizacije (vidi [17]).
U ovom radu prikazat ¢emo konceptualizaciju fun-
damentalnih ideja u geometriji kako ih je prikazao
njemacki metodic¢ar matematike Wittmann.

Wittmanovih 7 fundamentalnih
ideja

Wittmann [20] predlaZze da bi Skolska geometrija
trebala biti organizirana oko sliedec¢ih sedam fun-
damentalnih ideja:

e geometrijski oblici i njihove konstrukcije
e operacije s oblicima

e koordinate

e mijerenje

® UZorci

e oblici iz svakodnevice

e geometrizacija.

Neke od ovih ideja odnose se samo na geometriju,
dok druge prikazuju vezu s algebrom, brojevima i
operacijama (vidi [1]).

Fundamentalna ideja Geometrijski oblici i njihove
konstrukcije strukturalno se u Skolskoj matematici
bazira na trodimenzionalnom prostoru i njegovim
podskupovima. Ona se odnosi na usvajanje i razu-
mijevanje pojma toCke, jednodimenzionalnih obje-
kata (pravci, krivulje i njihovi dijelovi), dvodimenzi-
onalnih (plohe i njihovi dijelovi) te trodimenzionalnih
objekata (geometrijska tijela i ostali dijelovi prosto-
ra). Geometrijski objekti mogu se prikazati na broj-
ne nacine (npr. s pomoc¢u materijala, geometrijskog
pribora za crtanje i sl.) kojima se njihova svojstva
obiljezavaju.

Operacije s oblicima odnose se na razumijevanje
razlicitih geometrijskih operacija (poput translacije,
rotacije, zrcaljenja, centralne simetrije, homotetije,
kombinacije preslikavanja i sl.) te na pitanja kako
te operacije utjeCu na svojstva oblika s kojima se
operira. Ucenik treba razumijeti da neke operacije
pocetni oblik preslikavaju u njemu sukladan oblik,
dok ga druge mijenjaju prema odredenim matema-
tickim pravilima.

Fundamentalna ideja Koordinate naglaSava razu-
mijevanje kako pozicija razli¢itih geometrijskih ob-
jekata moze biti opisana s pomo¢u koordinatnog
sustava. Koordinatni se sustav mozZe prikazati na
pravcu, u ravnini, na plohama ili u prostoru.

Mjerenje se odnosi na shvacanje da geometrijski
objekti mogu biti kvalitativno i kvantitativno opisani
(npr. duljina, povrsina, obujam, mjera kuta).

Uzorci se odnose na shvacanje da postoji mnogo
nacina povezivanja toCaka, pravaca, likova i tijela
na nacin da nastaju odredeni geometrijski uzorci.

Fundamentalna ideja Oblici iz svakodnevnice od-
nosi se na razumijevanje da se realni objekti, kao
i operacije s njima i medu njima, mogu opisati s
pomoc¢u geometrije. Primjerice, grafike, slike i skul-
pture sadrze geometrijske oblike kao sredstva iz-
razavanja.

Geometrizacija se odnosi na shvac¢anje da objekti,
svojstva i problemi iz okruzenja mogu biti prevedeni
u jezik geometrije. Primjerice, svojstva nekih bro-
jeva mogu se prikazati geometrijski (npr. trokutasti
brojevi). Teorija grafova i deskriptivna geometrija
sa svojim projekcijama takoder igraju vaznu ulogu
u ovom kontekstu.

Wittmannove (vidi [20]) fundamentalne ideje su u
skladu s preporukama ICMI studije za nove kurikule
geometrije (vidi [8]). One ¢ine dobru bazu za pro-
misljanje o novim kurikulima geometrije i o prohod-
nosti ovih ideja kroz obrazovnu vertikalu. Takoder,
one su i dobre smjernice uciteljima matematike o
vaznosti geometrijskih ideja u poucavanju.
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Implementacija fundamentalnih
ideja u nove kurikule

Mnoge su zemlje posliednjih godina pocele oz-
biljno promisljati te implementirati fundamentalne
ideje o geometriji u svoje nacionalne kurikule za
matematiku. Ovdje ¢emo pokazati primjer iz raz-
redne nastave, tj. primarnog obrazovanja. Prim-
jerice, u njemackom kurikulu za matematiku (vidi
[15]) prisutno je svih sedam fundamentalnih ide-
ja u primarnom obrazovanju (do kraja 6. razreda).
Stoga mozemo re¢i da njemacki kurikul reflektira
viSedimenzionalni pristup geometriji, iako je inten-
zitet bavljenja pojedinim idejama razlicit. Primjeri-
ce, fundamentalne ideje Geometrijski oblici i njihove
konstrukcije te Mjerenje dominiraju geometrijskim
sadrzajima od samog pocetka Skolovanja, dok je
fundamentalnim idejama Koordinate i Uzorci pos-
veceno manje paznje (vidi [7]).

Analiza fundamentalnih ideja u hrvatskom Nastav-
nom planu i programu za razrednu nastavu (Minis-
tarstvo znanosti, obrazovanja i sporta [10]) pokazu-
je takoder da se do 4. razreda velik naglasak stavlja
na samo dvije od mogucih sedam fundamentalnih
ideja, a to su: Geometrijski oblici i Mjerenja (vi-
di [3]). Od geometrijskih oblika, dokument (vidi
[10]) spominje tocku, pravac, polupravac, duzinu
i kruznicu, od dvodimenzionalnih plohu, geometrij-
ske likove i kut, a od trodimenzionalnih geometrijs-
ka tijela. Mjerenje u razrednoj nastavi prema Nas-
tavnom planu i programu obuhvacéa duljinu duZine,
opseg lika, povrinu pravokutnika i kvadrata te obu-
jam kocke i mjerenje obujma tekuc¢ine. Do 6. razre-
da dodaju se jo$ neke nove fundamentalne ideje,
poput operacija (npr. osna simetrija), ali u malom
obimu. Uzto, uteorijskom dijelu teksta stojiiidejao
primjeni geometrije u svakodnevici. Analiza poka-
zuje da se do osmog razreda u Nastavnom planu i
programu spominju pet od sedam fundamentalnih
ideja, $to znadi da postoji viSedimenzionalnost ide-
ja, iako bez kontinuiteta kroz obrazovnu vertikalu
i s vrlo velikim oscilacijama u udjelu pojedinih te-
ma. Primje¢uje se dominacija Geometrijskih oblika
s viSe od polovice svih geometrijskih tema, a zatim
Mjerenja, dok su Operacije s oblicima, Koordinate
i Oblici u svakodnevici jedva prisutni. Stoga pos-

toji prostor za unapredenje obrazovnih postignuéa
prema ostalim fundamentalnim idejama u geome-
triji.

Novi predmetni kurikul za matematiku (Ministarstvo
znanosti i obrazovanja [11]) do Cetvrtog razreda
ukljuGuje neke nove sadrzaje, poput osnova prika-
za i analize podataka te nekih osnovnih pojmova iz
vjerojatnosti. Uvedeni su i uzorci, Sto obuhvaca i
geometrijske uzorke pa je time uklju¢ena jo$ jedna
fundamentalna ideja koja do sada nije bila formalno
prisutna. S druge strane, primje¢uje se smanjeni
udio 3D geometrijskin sadrzaja jer su kocka i kvadar
te obujam kocke prebaceni u 5. razred. Ovime do-
bivamo da je u razrednoj nastavi geometrija prosto-
ra (bez mjerenja obujma tekucine) svedena samo
na imenovanje geometrijskih tijela na pocetku pr-
vog razreda te prepoznavanije brida kao duzine u
drugom razredu. Fundamentalne ideje koje nalazi-
mo u primarnom obrazovanju drugih zemalja, npr.
Njemacke [15], kao i TIMSS okviru [9], poput osne
simetrije i prostornog zora, nisu dio novog pred-
metnog kurikula za matematiku u razrednoj nastavi
(vidi [117).

Zakljucak

Trend smanjenja geometrije u kurikulima treba oz-
biljno razmotriti, promisliti o njemu te dobiti uvid u
Siru sliku kako s teorijske strane, tako i sa strane
prakse u razli¢itim zemljama vezano uz ovaj feno-
men. Rekonceptualizacija geometrijskih sadrzaja
ide u smjeru napustanja starih kurikula u kojima se
geometriji pristupalo na nekriticki nacin, kao “staroj
dami” o kojoj se ne brine dovoljno, ve¢ se, nap-
rotiv, pocelo promisljati o konceptualizaciji Skolske
geometrije tako da se sadrZaji, zahtjevi i ishodi kon-
centriraju oko propisanih tzv. fundamentalnih ideja
koje se onda trebaju provladiti kroz sve stupnje-
ve obrazovanja, primjereno dobi i moguénostima
uCenika. Na taj nac¢in ¢e ucenici dobiti Siru i dublju
sliku o geometriji te upoznati viSedimenzionalnost
prirode geometrije koja se postupno razvija. Obzi-
rom na to da je prostorni zor jako bitan za razvoj
djeteta, ova bi problematika trebala biti prepozna-
ta na svim razinama matemati¢kog obrazovanja i
obrazovnih politika.
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Karen Keskulla Uhlenbeck, dobitnica
Abelove nagrade za 2019. godinu

Abelova nagrada najprestiznija je nagrada za matematiku i dodjeljuje
se od 2003. godine za iznimna postignuc¢a i doprinos razvoju ma-
tematiCkog podruc¢ja. Ove je godine NorveSka akademija znanosti
nagradu dodijelila Amerikanki Karen Keskulli Uhlenbeck, profesorici
na Sveucilistu Texas u Austinu.

Profesorica Uhlenbeck nagradena je za svoja pionirska postignu¢a u geometrijskim parcijalnim diferencijalnim
jednadzbama, teoriji kalibra i integriranim sustavima. Pomogla je i oformiti podrucje poznato kao geometrijska
analiza. Abelovu nagradu urucit ¢e joj norveski kralj Harald V. na sve¢anoj ceremoniji koja ¢e se odrzati u Oslu, 21.
svibnja 2019. Karen Uhlenberg time je postala prva Zzena u povijesti kojoj je pripala ova prestizna nagrada.

lzvor: http://www.abelprize.no/nyheter/vis.html?tid=74161
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