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lako ¢e i danas mnogi nematematicar re¢i da ne-
gativni brojevi nemaju smisla ili da to nisu brojevi,
ipak se danas radi o toliko standardnoj temi da se
svatko s njome susre¢e u dobi od oko 10 godi-
na. Cak i ako im ne vidi svrhu, naugi “snaéi se”
s njima. Buduc¢i da je ve€ina osnovno$kolske, a
i srednjoskolske matematike uglavnom vrlo starog
podrijetla, za o¢ekivati je da se i kod negativnih bro-
jeva radi o ne¢emu odavno otkrivenom/uvedenom
(tono) i prihvacenom (netoc¢no). Kao sto ¢emo
vidjeti, iako su negativni brojevi u ljudskom rodu
prisutni otprilike 1500 — 2000 godina, ¢ak i u 19. st.
i ¢ak i medu znamenitim matemati¢arima, nalazili
su se “negativnoskeptici”. Najpoznatiji medu njima
bio je znameniti logi¢ar Augustus De Morgan, koji
je 1843. napisao:

Nije nam namjera pratiti ranije algebricare u njihovim
razlicitim upotrebama negativnih brojeva. Ti proiz-
vodi algebre su sacuvali svoje postojanje usprkos
ocitom nedostatku racionalnog objasnjenja koji je
karakteristican za svaki pokusaj njihove teorije.

S

Tko |e prvi...
uveo negativne brojeve?

Vjerujem da je svaki, Cak i povr$ni Citatelj nase se-
rije Clanaka Tko je prvi... uoCio da je za mnoge
matemati¢ke pojmove i Cinjenice odgovor na pi-
tanje iz naslova priliéno kompliciran i prije svega
nije jednoznacan. Tako je i s negativnim brojevi-
ma. Jedino §to je vezano za njihovu prvu pojavu
jednostavno reéi jest da su stigli s Dalekog istoka,
odnosno da se (prema svim trenutacno poznatim
izvorima) prvi puta pojavljuju u staroj Kini. Konk-
retno, radi se o razdoblju dinastije Han (202. g. pr.
n.e. —220. g. n. e). U to doba kao pomagalo
u racunanju koristili su se Stapi¢i koji su se poceli
izradivati u dvije boje (crvena za "imanje” i "priho-
de”, a crna za "dugove” i "rashode”) te su se tako
negativni brojevi pojavili kao dugovi u kontekstu
trgovackih i poreznih racuna. Sli¢ne ideje pojavi-
le su se i u astronomskim proraCunima, u kojima
se aproksimacija neke vrijednosti postizala postup-
nim priblizavanjem "odozgo” (po vec¢im brojevima)
ili pak "odozdo” (po manjim brojevima). U svakom
sluCaju, negativni brojevi pojavljuju se u najpozna-
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tilem starokineskom matemati¢kom tekstu, “Devet
poglavlja matemati¢kog umijeé¢a”, napisanom naj-
vjerojatnije u razdoblju dinastije Han, a koji je kroz
kasnija stolje¢a doradivan i komentiran. Posebno
su poznati komentari matemati¢ara Liu Huija (3.
st.). Negativni brojevi pojavljuju se u osmom od
“Devet poglavija”, koje se bavi rieSavanjem sus-
tava linearnih jednadzbi, a svi sustavi dani su u
kontekstu, primjerice:

Prodas li 2 krave i 5 ovaca da kupis 13 svinja, pre-
ostat ¢e ti 1000 novcica. Prodas Ii 3 krave i 3 svinje
da kupis 9 ovaca, imat ¢es taman dovoljno novaca.
Prodas li 6 ovaca i 8 svinja da kupis 5 krava, nedos-
tajat ée ti 600 novéicéa. Kolike su cijene po jedne
krave, ovce i svinje?

Metodu koja se koristi u “Devet poglavlja” za
rieSavanje sustava linearnih jednadzbi danas bis-
mo zvali GauBovom metodom eliminacije. Pri pri-
mijeni te metode prirodno i nuzno se pojavijuju i
negativni brojevi. Liu Hui u svom komentaru ekspli-
citno kaze da se crveni i crni Stapici pri tim racunima
medusobno ponistavaju te detaljno objasnjava ka-
ko se crveni i crni Stapici (pozitivni i negativni broje-
vi) ponasaju pri zbrajanju i oduzimanju. Stovige, Liu
Hui kaze da se za svaku jednadZbu mogu izmije-
niti boje Stapica (Sto iz nase perspektive odgovara
mnozenju jednadzbe s minus 1).

Indijski matemati¢ar Brahmagupta (7. st.) prvi je,
koriste¢i se konceptima "imanja” i "duga”, jasno
opisao pravila za raCunanje s negativnim brojevi-
ma (i nulom, vidi ¢lanak u broju 107):

Dug minus nula je dug. Imanje minus nula je ima-
nje. Dug oduzet od nule je imanje. Imanje oduzeto
od nule je dug. UmnoZak nule s imanjem ili dugom
je nula. UmnoZak ili koli¢nik dvaju imanja je imanje.
UmnoZak ili kolicnik dvaju dugova je imanje. Um-
noZak ili koli¢nik imanja i duga je dug. UmnoZak ili
koli¢nik duga i imanja je dug.

Brahmagupta je takoder imao i zaseban simbol za
oznaku negativnih brojeva. Opis negativnih brojeva
i ratuna s njima nalazi se i u znamenitom staroindij-

1 Jzuzev jedinice, monos, koja je bila pocelo, izvor svih ostalih brojeva.

skom rukopisu Bakhshali, ¢ije datiranje je izuzetno
nesigurno (varira od 2. st. pr.n. e. do 12. st. n. €.).

S druge strane, anticki gréki matematicari kao bro-
jeve su prihvacali iskljucivo prirodne brojeve,* a nji-
hovi geometrijski i aritmeticki rezultati danas se mo-
gu interpretirati u kontekstu pozitivnih realnih bro-
jeva, no negativni brojevi u njih se ne pojavljuju ni
eksplicitno niimplicitno. lzuzetak je posljedn;ji veliki
matematicar antike, Diofant Aleksandrijski (vjero-
jatno 3. st. n. e.), koji se u svojoj "Aritmetici” kao je-
dini starogrcki matematicar bavi jednadzbama, ¢ak
i koristi vlastitu algebarsku simboliku: nepoznanica
je <, jednakost je 19, nulta potencija nepoznanice

je I\C/)I a za brojeve koristi standardnu starogréku
alfabetsku notaciju. Jedna od njegovih jednadzbi
bila je

— 0 _— _ 0O

OM1°O¢KM,
tj. 4 = 4x+ 20, za koju kaze da bi imala negativno,
dakle “apsurdno” rieSenje.

lako se arapska matematika razvila na temeljima
indijske (i grcke), rijetki tekstovi iz "zlatnog doba”
arapske matematike spominju negativne brojeve.
Najpoznatiji (i ¢ini se najstariji) primjer je Abu’l Va-
fa Al-Buzdzani (10. st.). On u svom djelu o arit-
metici potrebnoj pisarima i trgovcima daje primjer
kojim ilustrira jedno algebarsko pravilo (iskazano
rije¢ima). U tom primjeru kad od "imanja” 3 oduz-
memo 5, dobijemo "dug” 2; zatim taj dug mnozZi
s 10 ¢ime dobiva dug 20, sto kad se pribroji um-
nosku razlika od 10 do 3 i 5 daje to¢no umnozak
od 3i 5, tj. daje racun

10 (3—5)+ (10— 3)- (10— 5) = 3-5= 15.

Al-Samaval u 12. stolje¢u je pak pokazao dublje
razumijevanje osnovnih algebarskih svojstava ne-
gativnih brojeva:

Ako oduzmemo pozitivan broj od ‘prazne potencije’,
ostaje isti negativni broj ... ako oduzmemo negativ-
ni broj od ‘prazne potencije’, ostaje isti pozitivan
broj — moderno zapisano, uodio je dazaa > 0
vrijedi0 —a = —a, 0 — (—a) = a Istakao je
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i da mnoZenje negativhog broja s pozitivnim da-
je negativan, a negativnog s negativnim pozitivan
umnozak.

U srednjem vijeku arapski tekstovi postupno su
prevedeni na latinski te su se zapadnoeuropski
znanstvenici postupno poceli upoznavati s araps-
kim rezultatima. Posebno veliko znanje o arapskoj
matematici imao je najvedi europski srednjoviekov-
ni matemati¢ar Leonardo iz Pise, poznatiji kao Fi-
bonacci (12./13. st.). U svom glavnom djelu Liber
Abaci (slika 1), medu mnogim slicnim zadatcima
daje i sljiedeci:

Cetiri Govjeka nasla su novéanik. Ako ga uzme pri,
imat ¢e dvostruko novaca koliko drugi i tre¢i skupa.
Ako ga uzme drugi, imat Ce triput toliko novaca ko-
liko treci i Cetvrti skupa. Ako ga uzme treci, imat ¢e
Cetiri puta toliko novaca koliko prvi i Cetvrti skupa.
Ako ga uzme Cetvrti, imat e pet puta toliko novaca
koliko prvi i drugi skupa.

Slika 1. Stranica iz Liber Abaci, “Knjige o raCunanju”.
Preuzeto s Wikipedije (oublic domain).

Leonardo zatim kaZe da taj zadatak nema rjeSenje
osim ako se prihvati da je prvi ¢ovjek u dugu, a
zatim daje (i objasnjava, ukljucuju¢i demonstracije

kako se dug ponasa u rac¢unima) riesenje: Najma-
nje brojevne vrijednosti riesenja glase: drugiima 4,
tre¢i ima 1, Cetvrti ima 4, novcanik 11, a prvi ima
dug 1. Uz to, negativni brojevi se kod Leonarda
pojavljuju i pri rieSavanju drugih sli¢nih zadataka,
u koracima njegove metode, sli¢no kao $to su se
pojavljivali i u “Devet poglavlja”.

Ipak, jo§ mnoga stoljeca kasnije, ¢ak i matema-
ti¢ari koji su prihvacali negativne brojeve kao opise
dugova i korake u ratunima, nisu ih prihvacali kao
“stvarna” rieSenja jednadzbi niti kao "prave” broje-
ve. Svijest o negativnim brojevima kao samostal-
nim objektima i brojevima “ravnopravnim” ostalima
postupno se razvijala sve do 19. stolje¢a. Tada
su kona¢no korektno definirani realni brojevi. Na-
ravno, postojale su i iznimke. Primjerice, fra Lu-
ca Pacioli (15./16. st., slika 2) u jednoj svojoj bi-
lieSci daje zadatak u kojem trazi dva broja (dakle,
ne dva nov€ana iznosa) s odredenim svojstvima i
navodi kako je rjeSenje da je jedan od njih 15, a
drugi —5. Prema mojim saznanjima, ¢ini se da je
to prva pojava negativnog broja prihva¢enog kao
rieSenje jednadzbe, bez ikakve dodatne interpreta-
cije u kontekstu “duga”, no trebat ¢e jos nekoliko
stolje¢a da takav pristup bude Sire prihvacen.

Slika 2. Portret fra Luce Paciolija iz 15. st.
Preuzeto s Wikipedije (public domain).

Neki matemati¢ari, primjerice Michael Stifel (15./16.
st.) pokusali su negativnim brojevima pristupiti te-
orijski, no bez ve¢eg uspjeha (Stifel ih tako smatra
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apsurdnim, besmislenim, ali ih istovremeno prog-
la8ava manjima od nule). Cak i veliki René Des-
cartes (17. st.), koji je utemeljio moderni pristup
jednadZbama, smatrao je negativna rjiesenja jed-
nadzbi “krivim”, a u svom je koordinatnom sustavu
koristio samo prvi kvadrant. Jean d'Alembert u 18.
st. pak u sklopu svog opisa pod “Negativno” u Di-
derotovoj “Enciklopediji” navodi da zadatak s ne-
gativnim rieSenjem znaci da je “dio hipoteze lazan,
ali se smatra istinitim”.

Bitna iznimka u tom opé¢em trendu bio je engles-
ki matemati¢ar John Wallis (17. st., slika 3). Ne
samo da je on u svojoj Treatise on Algebra (1685.)
prvi doSao na ideju brojevnog pravca na kojem se
negativni brojevi nanose lijevo, a pozitivni desno od
nule,? ve¢ je dao definiciju i interpretaciju negativ-
nih brojeva uklju¢ivo navodenja i objasnjenja pravi-
la racuna s njima. Za vise detalja o tom njegovom
doprinosu, temeljem kojeg bi se — ako bi se uopce
mogao istaknuti jedan matemati¢ar za odgovor na
pitanje iz naslova — moglo re¢i da je Wallis prvi koji
je “posteno” uveo negativne brojeve, upucujemo
na izvor pod rednim brojem 4.

Slika 3. John Wallis.
Preuzeto s Wikipedije (public domain).

Ipak, jo$ dugo su drugi matematicari, primjerice
Francuz Lazare Carnot (18./19. st.) te Englezi Wil-
liam Frend (18./19. st.) i Francis Maseres (18./19.
st.) smatrali ideju negativnih brojeva apsurdnom,
smijeSnom, odnosno da “zamracuju stvari koje su
po svojoj prirodi sasvim ocite i jednostavne” pa su
stoga besmisleni. Naposlijetku, posljednji skeptici
za negativne brojeve medu matemati¢arima nestali
su nakon $to su u drugoj polovici 19. stolje¢a s jed-
ne strane Richard Dedekind i Georg Cantor do kra-
ja precizno definirali realne brojeve, a druge strane
Giuseppe Peano i Hermann Grassmann utemeljili
aksiomatski pristup algebri racionalnih brojeva.
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pocetne tocke.
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