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Dok za vec¢inu nasih dosadasnjih pitanja “Tko je
prvi ...?" vjerojatno niste odmah pomislili da znate
to¢an odgovor, za nase novo pitanje vjerujem da
¢e vecina nastavnika matematike (i ostalih mate-
mati¢ara) pomisliti kako je odgovor Giuseppe Pe-
ano (1858. — 1932, slika 1). Svi znamo Peanove
aksiome, od kojih je jedan aksiom matematicke in-

Slika 1. Giuseppe Peano,
Preuzeto s Wikipedije (public domain).
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Tko Je prvi...

nesto dokazao matematickom indukcijom?

dukcije. Svoje aksiome prirodnih brojeva Peano je
izlozio 1891. i s njima postavio temelje aksiomats-
kog pristupa brojevima. No, time je samo moder-
nizirao nacelo poznato i koristeno stoljie¢ima.

Temelji dokazivanja matemati¢kom indukcijom mo-
gu se naci jos 1000 i viSe godina prije Peana. Ne-
ki autori prvo koriStenje pripisuju arapskom mate-
mati¢aru Abu Kamilu (9./10. st.), drugi Zidovskom
uCenjaku Leviju ben Gersonu (13. st.), tre¢i rene-
sansnom znanstveniku Franciscusu Maurolycusu
(16. st.), a Cetvrti znamenitom Blaiseu Pascalu (17.
st.). Neki autori StoviS§e argumentiraju da se ele-
menti matematicke indukcije mogu naci jos kod
Euklida (oko 300. g. pr. Kr.), a neki spominju i jos ne-
ke druge potencijalne “prvake” matematicke induk-
cije. Zasto postoje tolika razilazenja? Glavnirazlog
je Sto u ranim izvorima uglavnom nalazimo naznake
dokazivanja matemati¢kom indukcijom, ali ne i pot-
puno formaliziranje. Osvrnimo se dakle kratko na
razloge zasto bi se ikome od navedenih pet “pred-
peaonovskih” licnosti pripisalo da je prvi dokazivao
matematic¢kom indukcijom.
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Euklid Aleksandrijski u svojim “Elementima” daje
dokaz da prostih brojeva ima beskona¢no mnogo,
odnosno kako on kaze: viSe od bilo koje odredene
brojnosti. Dokaz daje na primjeru pretpostavke da
postoje tri prosta broja te dokazuje da onda mora
postojati Cetvrti prosti broj, a iz teksta dokaza ocito
je da se umjesto 3 moze uzeti proizvoljan pretpos-
tavljeni broj n prostih brojeva i analogno pokazati
da onda postojii (N 4+ 1)-vi.

Abu Kamil bio je matematicar Arapskog kalifata,
vjerojatno podrijetlom iz Egipta, a Zivio je otprilike
od 850. do 930. godine. Poznat je kao prvi nas-
tavlja¢ algebre al-Hvarizmija te kao vazan izvor za
Leonarda Fibonaccija. U svojem djelu o algebri na-
pisanom oko 900. godine, Abu Kamil na jednom
mjestu (rijecima, bez ikakve simbolike, kako je ta-
da bilo uobitajeno) dokazuje identitet koji bismo
danas zapisali kao

n

(2n+1)-) i :3zn:i2.
i=1

i=1

Pritom on zapravo kre¢e od slu¢ajan = 1, koristeci
se njime u dokazivanju slu¢aja n = 2, kojime dalje
dokazuje slu¢aj n = 3itd. do n = 10. Tu doduse
staje, ali iako jo§ nemamo eksplicitno spominja-
nje vrijednosti izraza u ovisnosti o varijabli n, Abu
Kamil jasno kaZe da se moZe ic¢i tako dalje koliko
god zelimo. Dakle, iako to jos nije moderni formal-
ni dokaz metodom matematicke indukcije, naCelo
razmi$ljanja je jasno te se u kronoloSkom smislu
ovaj Abu Kamilov dokaz moze smatrati prvim (ne-
savrsenim) dokazom tom metodom. Sli¢ni dokazi
mogu se nesto kasnije na¢i i kod Al-Karadzija (953.
—1029.) i Al-Samavala (oko 1130. — 1180.), ko-
ji su dokazivali razne identitete vezane za binomni
teorem i svojstva algebarskih operacija, ali jo$ u
starogrékom, geometrijskom, stilu te identitete sa
sumacijama poput navedenog Abu Kamilova, pri
¢emu kod Al-KaradZija i Al-Samavala nalazimo i “in-
dukciju unatrag”. Posebno je poznat primjer doka-
za da je zbroj uzastopnih kubova prirodnih brojeva
jednak kvadratu njihova zbroja, odnosno

i=1

Sto ne dokazuju za konkretne N, nego se od zada-
nog N “spustaju” do 1 koriste¢i se odvojeno doka-
zanom tvrdnjom da je kub prirodnog broja jednak
njegovom kvadratu uve¢anom za zbroj njegovih
prethodnika pomnoZen s dvostrukim tim brojem.

Juznofrancuski Zzidovski matematicar, filozof, astro-
nom iteolog Levi ben Gerson (1288. — 1344.) svo-
ja je djela pisao na hebrejskom, ali je ve¢ za Zivota
bio toliko ugledan da su prevodena na latinski te
je poznat i pod latiniziranim imenom Gersonides.
Kao i spomenuti arapski matematicari, njegov je stil
dokaza jo$ pod utjecajem klasi¢nog grékog stila,
gdje se brojevi predstavijaju duzinama, odnos-
no gdje su argumenti o brojevima geometrijski.
Takoder, sli¢no kao i oni, u dokazima algebarskih
svojstava (npr. asocijativnosti mnozenja) navodi da
se tako moZe nastaviti korak po korak, dokazati do
beskonacnosti, s tim da je on prvi toj metodi dao
ime (hadragah, litica koja je poput stepenica). Kao
i prethodno spomenuti, njegovi argumenti “pate”
od nedostatka matematicke notacije — u to doba
jo$ se sve tvrdnje i argumenti iskazuju rijecima, no-
tacija je postojala samo za geometrijske objekte
(npr. AB za duZinu koja spaja tocke A i B). Zasto
ga onda spominjemo? Argument koji bi iSao u pri-
log tome da Levija ben Gersona proglasimo auto-
rom dokaza matemati¢kom indukcijom jest njego-
va prakti¢na primjena metode u bitno Sirem raspo-
nu, sustavno, u dokazima algebarskih i numerickih
identiteta (medu ostalim i on dokazuje da je zbroj
kubova jednak kvadratu zbroja) te kombinatornih
tvrdnji. Najces¢e prvo dokazuje lemu koja je (do
na uporabu konkretnih brojeva) ekvivalentna mo-
dernom koraku indukcije, a zatim dokazuje slucaj
n = 1 (bazu indukcije) i jos daje konkretan prim-
jer, odnosno kod njega je jasno razdvajanje baze i
koraka indukcije.

Argument sustavne uporabe takve metode doka-
zivanja drugi autori navode u korist Franciscusa
Maurolycusa (1494. — 1575., slika 2), renesans-
nog sicilijanskog matematic¢ara, astronoma i opata.
On je bitno doprinio ponovnom susretu Europljiana
s antickim gr¢kim matematiCkim rezultatima, a u
svojem djelu Arithmeticorum libri duo (1557., tiska-
no 1575.) daje novu metodu za dokazivanje iden-

titeta o figurativnim brojevima (“lakSu” od anticke).
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Slika 2. Franciscus Maurolycus,
Preuzeto s Wikipedije (licenca CC-BY 4.0).

Maurolycius prvo tu metodu upotrebljava za neke
jednostavne propozicije, a u nastavku i za sustav-
no dokazivanje slozenijih teorema. lako, kao i ve¢
spomenuti matematicari, u svojim dokazima ide sa-
mo do nekog konkretnog broja ni onda zaklju¢uje
da se tako moze nastaviti “u beskonacnost”, dak-
le iako i kod njega jo§ nemamo apstraktni korak
indukcije, argument za pripisati prvu primjenu do-
kaza matematickom indukcijom Maurolyciusu (uz
sustavnost, ali nju imamo ve¢ i kod Levija ben
Gersona) jest jasnoca njegova teksta jer je ocito
kako mu je dokazivanje matemati¢kom indukcijom
razumljivo.

Svi oni matematicki “puristi” kojima opisani tipovi
dokaza jo$ nisu zadovoljavaju¢i da bi ih prihvatili
kao prve dokaze matemati¢kom indukcijom, vjero-
jatno ¢e se prikloniti argumentu da se prvi pravi do-
kaz matematickom indukcijom pripi§e znamenitom
francuskom matematicaru, fizicaru i filozofu Bla-
iseu Pascalu (1623. — 1662, slika 3). Sam Pascal
se uz jedan od svojih dokaza metodom matema-
ticke indukcije eksplicitno poziva na Maurolycusa.
Pascal tu metodu upotrebljava u dokazima raznih
svojstava aritmeti¢kog trokuta (Pascalova trokuta).
Njegova notacija jo$ nije sasvim suvremena, ali u to
je doba ve¢ dovoljno razvijena da je bilo moguce
bitno jasnije zapisati varijabilne veliCine u identi-

tetima. Kao primjer Pascalova dokaza matema-
tickom indukcijom, u kojem se jasno vidi kako u
koraku indukcije upotrebljava varijabilni broj, navo-
dimo (notacija je prilagodena suvremenoj, ali stil
dokaza smo sacuvali) sliedec¢i teorem:

Teorem. Broj kombinacija od k objekata od njih n
se prema broju kombinacija od k 4+ 1 objekata od
njih N odnosi kao kK + 1 prema n — K, t.

()
(fs) "

Dokaz. Prvi dio. Provierom je tvrdnja to¢na za
n = 2. Tada su naime jedine moguce vrijednosti
zakik+11i2paje navedeni omjer 2 : 1.

Drugi dio.  Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za
n = q. Dakle, pretpostavimo da je za sve prirodne

brojeve k < q
q
k _k+1

qa\ gq-k
k+1

Slika 3. Blaise Pascal,
Preuzeto s Wikipedije (public domain).
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Potrebno je dokazati da uz tu pretpostavku za sve
prirodne brojeve j < g+ 1 vrijedi

q+1
)
(q+1>"q+1—y
j+1

Da to dokazemo, primjenjujemo dobro poznatu re-

laciju
Ny (N-1 + N-—-1
R/ \R-1 R /-
Prema njoj je lijeva strana jednakosti koju dokazu-
jemo jednaka
(2)
j—1
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Primijenimo pretpostavljenu relaciju na razlomke
(%) ()
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G 0
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pa je to jednako

j
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a—j+1 - j+1
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Sto je i trebalo dokazati.

Kao $to vidimo, odgovor na pitanje iz naslova ovi-
si o tome Sto osobno smatramo klju¢nim za ovu
metodu. Upitate li me za misljenje, sklona sam pr-
venstvo dati Abu Kamilu jer su kod njega ve¢ svi
bitni elementi jasno prisutni, ali naravno da svaki
Citatelj moze kao odgovor odabrati i nekog od os-
talih navedenih matematicara. A tko zna, mozda
se jednom otkrije i neki drugi “original”.

Za kraj napomenimo da je i naziv “matematicka
indukcija” stariji od Peana: Uveo ga je 1838. go-
dine engleski matematicar i logi¢ar Augustus de
Morgan (1806. — 1871.), nakon §to su ve¢ i prije
njega neki matematicari (John Wallis, Jacob Ber-
noulliidr.) upotrebljavali naziv “indukcija” za doka-
ze slitnog tipa. Naravno, izraz “indukcija” je puno
stariji i izveden iz latinskog izraza inductio kojim je
(navodno) Ciceron u 1. st. pr. Kr. preveo Aristotelov
(4. st. pr. Kr)) izraz za (ne uvijek logicki ispravan)
nacin zaklju€ivanja od posebnog prema opcem.
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