Laura Horvat, Zagreb

Uvod

Miadi se zaljubljenik u matematiku od samih poce-
taka svoje natjecateljske karijere susrece s razlom-
cima koje treba skratiti, zamr§enim izrazima koje je
potrebno pojednostavniti, jednadzbama s vise ne-
poznanica koje pozivaju na rieSavanje te brojnim
drugim problemima iz Sarolikog carstva algebre.
Prilikom rjeSavanja takvih zadataka, mozemo upo-
trijebiti vrlo snazno oruzje: faktorizaciju.

Faktorizacija je, kao Sto samo ime kaze, zapisiva-
nje matematic¢kog izraza u obliku umnoska nekoli-
ko (dva ili viSe) faktora. Korisne metode koje nam
pritom mogu pomodi su:

o izluCivanje zajednickog faktora (distributivnost)
e grupiranje i dodavanje ¢lanova

o prepoznavanje algebarskih identiteta i formula.

Navedimo nekoliko vaznih algebarskih identiteta:
o kvadrat binoma: (a+ b)? = a® + 2ab + b?

o kub binoma: (a+b)® = a®+ 3a’b+ 3ab?+b?
o razlika kvadrata: a2 — b? = (a— b)(a+ b)
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Faktorizacija

o zbroj/razlika kubova: a® + b%® = (a+ b)(a ¥
ab + b?)

o kvadrat trinoma: (a+b+c)? = a®+b?+c?+
2ab + 2ac + 2bc.

Ne Zelimo prebrzo prenapregnuti svoje “male sive
stanice”, stoga krenimo sa zagrijavanjem!

Primjer 1.1. Izracunajte

202120212019 - 202120212021 - 202120212023
100010001 - (2021202120212 — 4)

Skolsko natjecanje 2021., 8. razred

Rjesenje. Oznac¢imo zadani izraz s |. Budu¢i da
su brojevi uglavnom oko 202120212021, mudro je
uvesti supstituciju X = 202120212021 i zapisati
razlomak u obliku:

| — (Xx—2)-x- (x+2)
~ 100010001(x2 — 4)°

Primijenimo li formulu za razliku kvadrata na izraz
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x2 — 4, dobivamo:

(X—2)X(x+ 2)
100010001(x — 2)(x + 2)

X

= [skratimo razlomak] = 100010001

Primijetimo da je
X = 202120212021 = 2021 - 100010001

i uvrstimo to u jednakost.

Tada vrijedi | = 2021 - 100010001 stoga je
J ~ 100010001 @ So9?!

vrijednost zadanog izraza 2021.

Rijesite sustav jednadzbi:

(x+y)?-Z=1
(Y+2?-x*=5
(z+x)2 —y? = 10.

Drzavno natjecanje 2017., 8. razred

Rjesenje. Iskoristimo najprije formulu za razliku
kvadrata. PocCetni sustav sada je oblika:

(x+ty-2z(x+ty+2z =1
(Y+z=X)(y+z+x) =5
(z+x—-Yy)(z+x+y) = 10. ()

Primijetimo da su jednadzbe sli¢ne te ih pokusajmo
zbrojiti u nadi da ¢e se nesto skratiti. Dobivamo:

[(x+y=2)+(y+z-x)
+(z+x-y)]x+y+2=1+5+10
(x+y+2?=16
X+y+z==14

1.sluéaj: Xx+y+z=4

Xty_z=1
y=2=73
+z—x—§
y !
5
_y="2 2
2ix-y=" @
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Zbrajanjem po dvije jednadzbe sustava (2) i dije-

lienjem s 2, zakljuGujemo da je X = Zl y = 2 i
Z: E
5
2. slucaj: X+y+z= —4 1z (1) slijedi
X+y—z= —:—L
4
y+z—Xx= —§
4
Z4+X—y= —5
2
Ponovimo postupak kao u prvom slucaju i dobije-
11 3. 15
mOX:—g,y —Z|Z:—§

Konac¢no, uredene trojke koje zadovoljavaju pocetni
sustav jednadzbi su

1315, (1 3 15
84" 8 8 4 8)°
Faktorizirajte izraz A = a* + 4b*.
Rjesenje. Primijetimo da je
a4+4b4 _ (aZ)Z + (2b2)2
pa éemo dodati i oduzeti 2 - a2 - 2b% = 4ab? kako
bismo mogli iskoristiti formulu za kvadrat binoma.
A= (a%)2 + (2b%)? + 4ab? — 4a%?.

Kako je 4a%b? = (2ab)?, mudro je dalje grupirati
izraz kao

A= [(a%)? + (2b%)2 + 42%b?] — 4a’h?
= (&% + 2b%)* — (2ab)?

jer sada mozemo iskoristiti formulu za razliku kva-
drata:

A= (a% + 2b%)? — (2ab)?
= (a® + 2b® — 2ab)(a® + 2b° + 2ab).
Ova je faktorizacija poznata kao identitet Sophie

Germain. Identitet mozemo ljepSe zapisati koris-
teéi se kvadratom binoma u dvjema zagradama:

A = (& + 2b? — 2ab)(a® + 2b* + 2ab)
= ((a—b)? 4+ b?)((a+ b)? + b?).

broj 112 / godina 23. / prosinac 2021.



a) Je li broj 2015* + 42015 prost?

b) Pronadite sve prirodne brojeve ai b za koje
je vrijednost izraza A = a* 4 4b* prost broj.
Rjesenje:a=1b=1

Faktorizirajte izraz
(b—c)(b+c)3+(c—a)(c+a)+(a—b)(at+b)®.

Opcinsko natjecanje 1994., 1. razred

Odredite sve trojke (X, Y, ) realnih brojeva za

koje vrijedi
X—y=2
Y —z=%
Z—x=V.

Drzavno natjecanje 2021., 1. razred, A varijanta

Neka su X iy razliciti realni brojevi takvi da je
2xy + 1 # Oineka su

A 6x%y% +xy — 1
- xy+1

o X0¢ 1)y 1)
= Y .

Odredite koji je broj veci, Aili B.
Zupan/jsko natjecanje 2015., 1. razred, A varijanta

Faktorizirajte izraz x* + x + 1.
Rjesenje: (X2 + X+ 1)(x% — X+ 1).

Zapoc¢nimo ovaj odjeljak s nekoliko definicija.

je funkcijaf : R — R

dana s

f(X) =aX"+a,_1 X" 1+ ... +ax+a,
gdiesun € Ng,ap,81,...,8, € R,a, # 0.
Brojeve o, . . . , &, zovemo

, @n ,ady

Ako je f # 0, broj n zovemo
ipiSemodegf =n.

Svaki polinom
n-tog stupnja s kompleksnim koeficijentima ima n
nul-toCaka u skupu kompleksnih brojeva.

Primijetimo da se osnovni teorem algebre odno-
si na polinome s kompleksnim koeficijentima, dok
smo se u definiciji ograniCili na polinome kao re-
alne funkcije. Za potrebe ovog Clanka to ¢e biti
sasvim dovoljno, a osnovni teorem algebre nave-
den je kako bismo imali na umu da se svaki polinom
n-tog stupnja s realnim koeficijentima moze shva-
titi kao polinom s kompleksnim koeficijentima (jer
jie R C C) te kao takav ima to¢no n kompleksnih
nul-to¢aka, odnosno

Korisnom ¢e se pokazati i Cinjenica da se svaki
polinom stupnja n's n realnih nul-to¢aka moze pri-
kazati u faktoriziranom obliku kao f (X) = an(x —
X1) ... (X — Xp), pri ¢emu su Xg,...,% € R ne
nuzno razli¢ite nul-to¢ke polinoma f, a a, njegov
vodedi koeficijent.

(Kvadratna jednadzba) Neka je zadan polinom dru-
gog stupnja oblika f (X) = ax? + bx + ¢, gdje su
a # 0, bicrealni brojevi. Nul-tocke polinoma f
dane su formulom

—b+ Vb2 — 4ac

X =
1,2 2a

Neka je arealan broj. Odredite zbroj
svih triju rieSenja jednadzbe

X —a’x+ax—x+a%—a=0.

Skolsko natjecanje 2012., 1. razred, A varijanta

Rjesenje. Definirajmo polinom P(x) = x® — a?x +
ax — X + a? — a. Primijetimo da su rje$enja dane
jednadzbe upravo nul-to¢ke polinoma P.

Kada bismo polinom faktorizirali u obliku P(x) =
(X — X1) (X — X2) (X — X3), pri Cemu suU X1, X2 | X3
nul-to¢ke, a vodedi koeficijent 1, lako bismo mogli
iSCitati trazeni zbroj rieSenja. Pokusajmo!
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P(x) = x(X* —a%) +x(a— 1) +ala—1)
= [razlika kvadrata, izlu¢ivanje a — 1]
— X(x— a)(x+a) + (a- 1)(x+a)
= [izlu¢imo X+ &
=(x4+a)(¢—ax+a—1)
= [grupirajmo 1. i 4. te 2. i 3. ¢lan]
— (x+a)l(x— D(x+1) — a(x— 1)
= [izlu¢imo x — 1]
=x+aXx—-1)x+1-a)
Sadajejasnodasuxy = —-axx=1x3=a—-1

nul-to¢ke polinoma P, iz ¢ega slijedi da je zbroj
rieSenja—a+ 1+ (a—1) =0

Ucenici zavr$nih razreda srednje
Skole mogu ovaj zadatak rijeSiti koriste¢i se Vi-
etéovim formulama za polinome treceg stupnja:
kako je koeficilent uz X2 jednak 0, primjenom Vi-
etéovih formula odmah slijedi da je zbroj rjesenja
dane jednadzbe jednak nuli.

Odredite sva rieSenja jednadzbe
X' —x® —10%° + 2x+ 4 = 0.
Opcinsko natjecanje 2004., 2. razred

Rjesenje. Uvrstavanjem X = 0 u jednadzbu vidimo
da 0 nije jedno od trazenih rieSenja, stoga cijelu
jednadzbu mozemo podijeliti s X2. Dobivamo

2 4
¥ —=x—10+ =+ — =0.
X X

o , 2\ 2 5 4
Primijetmo da je (X— -] =X —4+ — pa
X X

mozemo grupirati jednadzbu na sljedeci nacin:

4 2
(x2+—2 —4) - (x—f) —6=0.
X X
. N 2 .
Uvedimo supstituciju t = X — X Tada nasa jed-
nadzba poprima oblik
t?—t-6=0.

Koriste¢i se formulom za rjeSenja kvadratne jed-
nadzbe, dobivamo t; = —2 ity = 3. Uvrstimo
sada ova rjesenja u supstituciju.

2
Zaty = —2jex— = -2t X2 42x—2=0.

RjeSenja ove kvadratne jednadzbe su

X12 = -1+ \/§

2
Zat2:3jeX—; =3t x¥-3%-2=0

RjeSenja ove kvadratne jednadzbe su

3+V17
2

i time smo dobili sva rjeSenja pocetne jednadzbe.

X34 =

Nadite sve realne brojeve X takve da je
x° 4+ 10x% + 11x = .
Rjesenje: x = 0.
Zapisite polinom P(x) = x!© + x?0 4 1 kao
umnozak Cetiriju polinoma s cjelobrojnim ko-

eficijentima.
Pomod: uvedite supstituciju t = x?°.

Rastavite izraz
(X2 +2x)4— (x34-2x%)? — (3x°+-6x)?+-9x?

na faktore koji se ne mogu dalje rastaviti.
Opcinsko natjecanje 2008., 1. razred, A varijanta

Nadite sva rjeSenja jednadzbe

(X2 +3x — 4)% + (2 — 5x+ 3)°
= (3% —2x—1)3.
(

DrZavno natjecanje 2002., 2. razred

Povezimo sada naucene trikove iz algebre s jo$
jednim vrlo vaznim podru¢jem matematike: teori-
jom brojeva.

broj 112/ godina 23. / prosinac 2021.



Ve¢ su u drevnoj Aleksandriji jednadZbe s koefici-
jentima i rijeSenjima u skupu cijelih brojeva intrigi-
rale velike umove. MatematiCar se Diofant u nji-
hovu proucavanju istaknuo do te mjere da ih po
njemu zovemo . Posto-
ji nekoliko osnovnih metoda rieSavanja diofantskih
jednadzbi, jedna od kojih je metoda faktorizacije.
Bacimo se na zadatke!

Odredite sve parove nenegativnih ci-
jelih brojeva (x,y) za koje je (xy — 7)% = X* + y°.

Rjesenje. Kvadrirajmo lijevu stranu jednakosti:
X2y? — 14xy + 49 = X% + y°.

Poku$ajmo se najprije rijesiti kvadratnih ¢lanova na
desnoj strani nadopunjavanjem do kvadrata zbro-
ja, pa ¢emo s obje strane jednakosti dodati ¢lan

2xy:

X2y2 — 14xy + 49 + 2xy = X% + 2xy + y?
X2y — 12xy + 49 = (X + )2
Primijetimo da smo s lijeve strane vrlo blizu formuli

za kvadrat razlike te dodajmo i oduzmimo ¢lan 62
koji nam nedostaje:

X2y? —2-6-xy+6°—6°+49= (x+Yy)°
(xy — 6)2 — (x+y)? = —13.

Faktorizirajmo izraz koristeci se formulom za razliku
kvadrata:

Xy —6— (X+Y)|[xy+ 6+ (x+y)] = —13.

Rjesenja trazimo u skupu cijelih brojeva, stoga izra-
Zi u zagradama mogu biti samo cjelobrojni djelitelji
broja 13. Buduc¢i da su X i ¥ nenegativni, njihov
je zbroj takoder nenegativan pa zakljuCujemo da
je izraz u prvoj zagradi manji od izraza u drugoj.
Javljaju se dva slucaja:

1. slucaj:
Xy —6—(x+y)=-13
Xy—6+(x+y) =1

Zbrajanjem ovih dviju jednadzbi dobivamo 2xy —

12 = —12, odnosno xy = 0. Uvrstimo li to u prvu
jednadzbu, proizlazi X +y = 7. Kombiniranjem

dvaju dobivenih uvjeta nalazimo sliedec¢a rjeSenja:
(0,7)1(7,0).

2. slucaj:

Xy—6—(x+y)=-1
Xy —6+ (x+y) =13

Ponovno zbrojimo jednadzbe i dobivamo 2xy —
12 = 12, odnosno xy = 12. Iz prve jednadzbe sa-
da slijedi X +y = 7. Parovi nenegativnih djelitelja
broja 12 su (1, 12), (12,1), (2,6), (6,2), (3,4),
(4,3), od ¢ega samo posliednja dva zadovoljavaju
drugi uvjet pa su oni jedina rjeSenja u ovom sluc¢aju.

Dakle, parovi nenegativnih cijelih brojeva koji zado-
voljavaju zadanu jednadzbu su (0, 7), (7,0), (3,4)
i(4,3).

Nadite sve prirodne brojeve mintakve

da vrijedi
1 1 1 2

m'n m 5
Drzavno natjecanje 2007., 1. razred, B varijanta
Rjesenje. Pomnozimo najprije jednakost s 5mn ka-
ko bismo se rijesili razlomaka:

5n4+5m—5=2mn
5n 4+ 5m—5— 5mn = —3mn
5m(1—n) —5(1—n) = —3mn
5(m—1)(n—1) = 3mn.
|zraz je simetri¢an, a to znaci da ako je (m,n) =
(&, b) rieSenje jednadzbe, tada je rjiesenjei (M, n) =
(b,a). Zato bez smanjenja opcéenitosti mozemo
pretpostavitim > n.

Primijetimo da m — 1 dijeli lijevu stranu jednakosti,
dakle, mora dijeliti i desnu. Kako su prirodan broj i
njegov prethodnik uvijek relativno prosti te kako su
31 5 prosti brojevi, moguc¢a su samo dva sluc¢aja.

1. slucaj:
5(n—1) =3m
(m—1)=n.
Rjesenje ovog sustavajen=4im=>5.
2. slucaj:
5n—1)=m
(m—1)=3n
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RjeSenje ovog sustava je n = 3im= 10.

Konacno, nasa jednadzba zbog prethodno obraz-
lozene simetrije ima Getiri rjeSenja: (4,5), (5,4),
(3,10), (10, 3).

Zadatci za vjezbu
1. Odredite sve parove cijelih brojeva (X,y) za

koje vrijedi X* 4 68 = 4y*,
Zu,oanijsko natjecanje 2014., 1. razred, A varijanta

2. Odredite sve cijele brojeve m, n za koje vrijedi
m +n® = (m+n)2
DrzZavno natjecanje 2006., 2. razred, A varijanta

3. Odredite sve prirodne brojeve X, Y, Z za koje
vrijedi

4x2 4 45y + 922 — 12xy — 36yz = 25,

pricemujex<y<z
DrzZavno natjecanje 2021., 1. razred, B varijanta

4. Pronadite sve parove (X,Y) cijelih brojeva koji
zadovoljavaju jednadzbu

(OC+L) (YP+1)+2(x—y) (1-xy)=4(1+xy).
Riesenje: (1,2), (—3,0), (0,3), (—2,-1)
(1,0), (-3,2), (0,-1), (-2,3)).

5. Nadite sve trojke (X, Y, Z) prirodnih brojeva koji
zadovoljavaju jednadzbu:

DO+ 2P P+ 222x° X~y — 7' =576.

DrzZavno natjecanje 2002., 1. razred
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Zanimljivost o broju 2021.

Na kraju 2021. godine evo jedne zanimljivosti o tom broju.

Od svih prostih brojeva manjih od 100 formirajmo domino plocice na kojima su dva

susjedna prosta broja (vidi sliku). Koliki je zbroj svih brojeva upisanih na te domine plocice? ‘;Q
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