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#������� ����� 	 
	 ��	 �	 �
�� 2	 
	 �	 �	 �� ��2�� � �� ��

���������
��� ��	 �2�� ����2��1�	 �����2	 �����

( 	 �����2	 ���	 ����	 � �� �� � 	 � � �� � �	 �2��2	 � ���
	 �

��� � 	 ��� 	 ������� �2�	 2	 � ������ �� ���� �	 �������

�� �

	 ���
����" �	 ����	 �C������ � ���
� ���� �	 �

� ����� � ��� � �� �'����1

• �2�����
	 ��� 2	 ��
������� �	 ����	 �
���������
����"

• ���� ��	 ��� �
�
	 
	 ��� ���	 ��
	

• � ��� �2�	 
	 ��� 	 ����	 �� ��� �
�������	 ����� ��	 �

E 	 
�
�� � �������� 
	 �2��� 	 ����	 �� ��� �
�������	 1

• �
	 
�	 ������ 	 1(a ± b)2 = a2 ± 2ab + b2

• ��� ����� 	 1(a±b)3 = a3±3a2b+3ab2±b3

• �	 2���	 �
	 
�	 �	 1a2 − b2 = (a − b)(a + b)

• 2����L�	 2���	 ����
	 1 a3 ± b3 = (a ± b)(a2 ∓
ab + b2)

• �
	 
�	 ������� 	 1(a+b+ c)2 = a2 +b2 + c2 +
2ab + 2ac + 2bc�

E� �2���� � � ����2� � ���	 � ��������
��� *� 	 �� ��
�

��	 ����+�����	 ������ � � 	 2	 ����	 
	 ���� H

������� $�$� %2�	 ����	 ���

202120212019 · 202120212021 · 202120212023
100010001 · (2021202120212 − 4)

.

��	���	� ���������� #$#%& '& ������

(��������& ? 2�	 ���� � 2	 
	 ���2�	 2 � I� ,�
�'��
	
�� �����
����	 
��� ��� 202120212021�� �
�� ��
�
������� � �������� x = 202120212021 �2	 � �� 	 ��

�	 2��� 	 � � ������1

I =
(x − 2) · x · (x + 2)
100010001(x2 − 4)

.

#��� ������ � ������ ��� 2	 �	 2���� �
	 
�	 �	 �	 �2�	 2

I � ��� L 
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� �� ���� �� ����� � ��� � ����� ��

x2 − 4�
���
	 � �1

I =
(x − 2)x(x + 2)

100010001(x − 2)(x + 2)

= [� ��	 ��� � �	 2��� 	 �] =
x

100010001
.

#��� ������ � 
	 ��

x = 202120212021 = 2021 · 100010001

��
�� ��� � �� � ��
�	 ��� ��

) 	 
	 
����
�I =
2021 · 100010001

100010001
� � ���	 ��


����
����2	 
	 ��� �2�	 2	 2021�

������� $�%� 4 �������� ��� �	 
 ��
�	 
�2��1

(x + y)2 − z2 = 1

(y + z)2 − x2 = 5

(z + x)2 − y2 = 10.

"������� ���������� #$%)& '& ������

(��������& %� �������� � �	 �� ���� ���� ��� 2	 �	 2����

�
	 
�	 �	 �#�����������	 
 � 	 
	 �� �����	 1

(x + y − z)(x + y + z) = 1

(y + z − x)(y + z + x) = 5

(z + x − y)(z + x + y) = 10. (1)

#��� ������ � 
	 � � ��
�	 
�2�� ����������� � ����� 	 �� �

2�������� �	 
�
	 '�� �� ���� �� � ��	 ���������
	 � �1

[(x + y − z) + (y + z − x)
+(z + x − y)](x + y + z) = 1 + 5 + 10

(x + y + z)2 = 16

x + y + z = ±4.

%& �������* x + y + z = 4�

x + y − z =
1
4

y + z − x =
5
4

z + x − y =
5
2

(2)

F��	 �	 ���� � � 

��� ��
�	 
�2�� ��� �	 
	 � " �
����

������� � 2�2	 ���������� � 
	 �� x =
11
4
�y =

3
4
�

z =
15
8
�

#& �������* x + y + z = −4�%2 ��" �����
�

x + y − z = −1
4

y + z − x = −5
4

z + x − y = −5
2
.

#���
�� � � �� ��� 	 � �	 � � � �
�� �����	 �� �
������

� � x = −11
8
�y = −3

4
�z = −15

8
�

C��	 ��������8��������� ����2	 
�
���	 
	 �� � �������

����	 
 ��
�	 
�2����(
11
8

,
3
4
,

15
8

)
�

(
−11

8
,−3

4
,−15

8

)
.

������� $�&� ( 	 �����2��	 ��� �2�	 2 A = a4 + 4b4�

(��������& #��� ������ � 
	 ��

a4 + 4b4 = (a2)2 + (2b2)2

� 	 '��� � 
�
	 ����
�2���2 · a2 · 2b2 = 4a2b2 �	 ��

��� � � � ������������������� ��� 2	 �
	 
�	 ������ 	 �

A = (a2)2 + (2b2)2 + 4a2b2 − 4a2b2.

C 	 �� �� 4a2b2 = (2ab)2�� �
�� �� 
	 ��� ���� ��	 ��

�2�	 2 �	 �

A = [(a2)2 + (2b2)2 + 4a2b2] − 4a2b2

= (a2 + 2b2)2 − (2ab)2

��� � 	 
	 � ��2�� � �� ������������� ��� 2	 �	 2���� �
	 �


�	 �	 1

A = (a2 + 2b2)2 − (2ab)2

= (a2 + 2b2 − 2ab)(a2 + 2b2 + 2ab).

? 
	 �� �	 �����2	 ���	 � �2�	 �	 �	 � 
����
��� ���!
�

+��
�
�� %
������� � ��2�� � ���� �� � 2	 � �� 	 ��������

��'���� �
	 
�	 ��� ����� 	 � 

��� 	 2	 ��	 
	 � 	 1

A = (a2 + 2b2 − 2ab)(a2 + 2b2 + 2ab)
= ((a − b)2 + b2)((a + b)2 + b2).
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��
���� �� �������

�� 	 " 3 � ������20154 + 42015 � ��� �K

�" #���	 8��� �
� � ����
�� �����
� a�b 2	 ����
�� 
����
�����2�	 2	 A = a4 + 4b4 � ��� ������

(��������* a = 1 b = 1&

�� ( 	 �����2��	 ��� �2�	 2

(b−c)(b+c)3+(c−a)(c+a)3+(a−b)(a+b)3.

,�-�
��	� ���������� %../& %& ������

�� ? 
��
��� �
� ������ (x, y, z) ��	 ���� �����
	 2	
���� 
����
�

x2 − y = z2

y2 − z = x2

z2 − x = y2.

"������� ���������� #$#%& %& ������ � ���
�����

�� E��	 � � x �y �	 2���������	 ��������
��	 �
�
	 ��
2xy + 1 �= 0 ����	 � �

A =
6x2y2 + xy − 1

2xy + 1
�

B =
x(x2 − 1) − y(y2 − 1)

x − y
.

? 
��
��� ������ ����
�'���A ���B�
�0����
��	� ���������� #$%1& %& ������ � ���
�����

�� ( 	 �����2��	 ��� �2�	 2 x4 + x2 + 1�
(��������* (x2 + x + 1)(x2 − x + 1)&

 ������ �

F	 � ������ � �
	 ��
����	 � � �������� 
�G�����	 �

����
�� n�#�" �#��
�	 �� �������	 f : R → R

	 �	 �

f (x) = anxn + an−1xn−1 + . . . + a1x + a0,

�
�� �� n ∈ N0, a0, a1, . . . , an ∈ R, an �= 0�

,����
� a0, . . . , an 2�
�� � 
��'����
#��	 ����
��

�	�an ����(��� 
��'����
#��� 	 a0 ������
��


��'����
#���

-�� �� f �= 0�����n 2�
�� � �#��
��� ����
��	

�� ����� � 
�� f = n�

������ )��
��
� #����� 	�"����*� ���	
 ���
��


n���� ������� � 	�
���	��

 	����
����

� 

� n
���������	� � �	��� 	�
���	��
! �������&

#��� ������ � 
	 �� ����
�������� 	 ������ �
���

���	 � ������ � � ��� � ������� ���G�������� 	 �
��

� � � �� � 
�G���������	 ��������	 � ������ � �	 � ���

	 ��� ��������� F	 � ������ �
�� ���	 ��	 �� '�� ����

� 	 � 
�� 
�
������	 ����
�������� 	 ������ �	 
��


���� �	 �� ��� � � �� 	 ���	 �� � 
	 �� � 
	 ��� ������

n���� ���� ��	 � ��	 ���� ���G�������� 	 � ��2� � �
	 �

�����	 � � ������ � ��� � ������� ���G�������� 	 ����

�� R ⊂ C" �� �	 � �	 �	 
 �� 	 ������ n ��� � �������
��������	 �	 ��
����� 
	������ n ��	�
�+ 
���#���	
	�

C������� '�� �� � ��	 2	 ������������	 
	 �� � 
	 ��

� ������ � ��� ��	 n � n ��	 ���� ��������	 �	 � ��2� � ���
�	 2	 ��� �	 �����2��	 ��� ������ �	 � f (x) = an(x −
x1) . . . (x − xn)� � ������ � �� x1, . . . , xn ∈ R ��

���2�� �	 2������� ���������� � ������ 	 f �	 an �����



�
�'�����G�������

23�������� ����������4 E��	 �� 2	 
	 �� ������ 
���

��� � ��� ��	 �����	 f (x) = ax2 + bx + c��
�� ��
a �= 0�b �c ��	 ��������
�� E��������� � ������ 	 f

	 �� �� ���� ����

x1,2 =
−b ±√

b2 − 4ac
2a

.

������� %�$� E��	 �� a ��	 �	 ������? 
��
��� 2����
� 
�� ����� ����� ���	 ��
�	 
�2��

x3 − a2x + ax − x + a2 − a = 0.

��	���	� ���������� #$%#& %& ������ � ���
�����

(��������& ��G���	 �� � � ������ P(x) = x3 − a2x +
ax − x + a2 − a�#��� ������ � 
	 � � ����� ���	 
	 ��
��
�	 
�2�� �� �	 
� ���������� � ������ 	 P�

C 	 
	 ��� � � � ������ �	 �����2��	 ��� ������ P(x) =
(x − x1)(x − x2)(x − x3)�� ������ � �� x1�x2 �x3

�����������	 
�
�'�����G������1��	 �� ��� � � � ����
��� ����	 ����	 �2���2��������� ���	 �#����� 	 �� �H

��



� �� ���� �� ����� � ��� � ����� ��

P(x) = x(x2 − a2) + x(a − 1) + a(a − 1)
= [�	 2���	 �
	 
�	 �	 ��2�����
	 ��� a − 1]
= x(x − a)(x + a) + (a − 1)(x + a)
= [�2������ � x + a]
= (x + a)(x2 − ax + a − 1)
= [���� ��	 �� � ���B���  �������	 �]
= (x + a)[(x − 1)(x + 1) − a(x − 1)]
= [�2������ � x − 1]
= (x + a)(x − 1)(x + 1 − a)

�	 
	 �� �	 ��� 
	 � � x1 = −a�x2 = 1�x3 = a − 1
���������� � ������ 	 P� �2 ����	 �����
�
	 �� 2����
����� ���	 −a + 1 + (a − 1) = 0�

,	����
	� � �������2	 
������ �	 2��
	 � ��
���

�� ���� � ��� �
	 � 2	 
	 �	 � ����������������'���� 9��

��N�
�� ���� ��	 � 	 2	 � ������ � ���'��� � ��� ��	 1

�	 �� �� ���G�������2 x2 ��
�	 � 0� � ��� ����� 9��

��N�
�� ���� ��	 �
� 	 � �����
�
	 �� 2���� ����� ���	


	 �� ��
�	 
�2�� ��
�	 � �����

������� %�%� ? 
��
��� �
	 ����� ���	 ��
�	 
�2��

x4 − x3 − 10x2 + 2x + 4 = 0.

,�-�
��	� ���������� #$$/& #& ������

(��������& �
��� �	 
	 ���� x = 0 � ��
�	 
�2�� 
�
�� �

	 0 ���� ��
�� �
 ��	 �2���� ����� ���	 � � ���	 ������

��
�	 
�2�� � ��2�� � � �
�������� x2�����
	 � �

x2 − x − 10 +
2
x

+
4
x2

= 0.

#��� ������ � 
	 ��

(
x − 2

x

)2

= x2 − 4 +
4
x2

� 	

� ��2�� � ���� ��	 ����
�	 
�2�� �	 ����
�'���	 ����1

(
x2 +

4
x2

− 4
)
−
(

x − 2
x

)
− 6 = 0.

�
�
�� � ��� � �������� t = x − 2
x
� ) 	 
	 �	 �� 	 ��
�

�	 
�2�	 � �� ��� 	 �����

t2 − t − 6 = 0.

C������'���� ���� ���� 2	 ����� ���	 �
	 
�	 ��� ��
�

�	 
�2��� 
���
	 � � t1 = −2 �t2 = 3� �
�� ��� �

� 	 
	 �
	 ����� ���	 � ��� � ���������

F	 t1 = −2 �� x − 2
x

= −2� ���x2+2x−2=0�

4 ���� ���	 �
� �
	 
�	 ��� ��
�	 
�2�� ��

x1,2 = −1 ±
√

3.

F	 t2 = 3 �� x − 2
x

= 3� ���x2 − 3x − 2 = 0�

4 ���� ���	 �
� �
	 
�	 ��� ��
�	 
�2�� ��

x3,4 =
3 ±√

17
2

���� � � � � 
������
	 ����� ���	 � ������� ��
�	 
�2���

��
���� �� �������

�� E 	 8��� �
� ��	 ��� �����
� x �	 �
� 
	 ��

x5 + 10x3 + 11x = 0.

(��������* x = 0&

�� F	 � ������ � ������ P(x) = x100 + x20 + 1 �	 �
�� ���2	 � ��������� � ������ 	 � ������������ ���

�G�������� 	 �

��
�-�* ����
�� �����
���
�� t = x20&

�� 4 	 � �	 
��� �2�	 2

(x2+2x)4−(x3+2x2)2−(3x2+6x)2+9x2

�	 �	 ����� ������ �� � ��� 
	 ��� �	 � �	 
����

,�-�
��	� ���������� #$$'& %& ������ � ���
�����

�� E 	 8��� �
	 ����� ���	 ��
�	 
�2��

(x2 + 3x − 4)3 + (2x2 − 5x + 3)3

= (3x2 − 2x − 1)3.

"������� ���������� #$$#& #& ������

���!� ��
 	� ����� ��
��

#�
��2�� � � 	 
	 �	 ������ �����
� �2 	 ������ � ����

��
��� 
��� 
	 �2��� � �
������� � 	 ��� 	 ����1 ������

��� �����
	 �

�� ��
�33<>�
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�	�� � <9<3�



9�'� �� � 
��
���-���� 	 �
������
�	 
�2�� � ���G���

������ 	 ������ ����� 	 � � ��� � ������� �����
	 ��������

�	 �� 
����� �� �
�� $	 ��� 	 ����	 � � � ����	 �� � ����

��
� � �����	 
	 ��� ���	 ���� 
� �� � ���� 
	 �� � �

���� � 2�
�� � ���-	
#�
�� ���
	��!�	�	�#�����

���������� ����
��� � ���
	 ����� 	 
	 ��	 
���	 ��� ���

��
�	 
�2�����
�	 �
 ����� �� � ���
	 �	 �����2	 �����

,	 ��� � �� �	 2	 
	 ���H

������� &�$� ? 
��
��� �
� � 	 ��
� �����	 ��
��� ���

����� �����
	 (x, y) 2	 ���� �� (xy − 7)2 = x2 + y2�

(��������& C 
	 
���	 �� � ����
� ���	 �� ��
�	 ��� ��1

x2y2 − 14xy + 49 = x2 + y2.

#����� 	 �� � �� �	 �� ���� ����������
	 
�	 ���� ���	 ��
	 �	


����� � ��	 ���	 
�� ���	 
	 ���� 
� �
	 
�	 �	 2����

�	 � � 	 '��� � � ���� � ��	 �� ��
�	 ��� ��
�
	 �����	 �

2xy1

x2y2 − 14xy + 49 + 2xy = x2 + 2xy + y2

x2y2 − 12xy + 49 = (x + y)2.

#��� ������ � 
	 � � � � ����
� ���	 �� 
��� ���2� ���� ���

2	 �
	 
�	 ��	 2���� �� 
�
	 �� � ��
�2� �� � ���	 �62

�����	 � ��
���	 ��1

x2y2 − 2 · 6 · xy + 62 − 62 + 49 = (x + y)2

(xy − 6)2 − (x + y)2 = −13.

( 	 �����2��	 �� � �2�	 2 �������'���� ���� ���� 2	 �	 2����

�
	 
�	 �	 1

[xy − 6 − (x + y)][xy + 6 + (x + y)] = −13.

4 ���� ���	 ��	 �2�� � � � ��� � ������� �����
	 �� ���	 �2�	 �

2�� 2	 ��	 
	 � 	 � ��� ����� 	 � � �����������
���������

����	 13� ,�
�'��
	 �� x �y �����	 ��
��������
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xy − 6 − (x + y) = −13

xy − 6 + (x + y) = 1.
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xy − 6 − (x + y) = −1

xy − 6 + (x + y) = 13.
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5n + 5m − 5 = 2mn

5n + 5m − 5 − 5mn = −3mn

5m(1 − n) − 5(1 − n) = −3mn

5(m − 1)(n − 1) = 3mn.
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5(n − 1) = 3m

(m − 1) = n.
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5(n − 1) = m

(m − 1) = 3n.
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4x2 + 45y2 + 9z2 − 12xy − 36yz = 25,

� ������ � �� x < y < z�
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(x2+1)(y2+1)+2(x−y)(1−xy)=4(1+xy).

(��������* (1, 2) (−3, 0) (0, 3) (−2,−1) 

(1, 0) (−3, 2) (0,−1) (−2, 3))&
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2x2y2+2y2z2+2z2x2−x4−y4−z4=576.
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