S

Problem prelijevanja mlijeka

Denis HusadZi¢, Zagreb

U &lanku prou€¢avamo problem prelijevanja

mlijeka te predstavljamo dvije graficke metode

za rjeSavanje problema. lznosimo teorem o
egzistenciji rieSenja uz odredene uvjete te za
ostale slu¢ajeve opisujemo algoritam koji ¢e
u kona¢no mnogo koraka odrediti postoji li
rieSenje problema ili ne.

U nizim razredima osnovne Skole pojavljuje se slje-
deci problem:

Dvoje prijatelja imaju posudu od 8L ispunjenu mli-
jekom te ga Zele podijeliti medu sobom na jednake
dijelove. Na raspolaganju imaju dvije prazne po-
sude, jednu od 3L, a drugu od 5L. Kako to mogu
uciniti prelijevanjem miijeka iz posude u posudu ako
posude nemaju na sebi nikakve mjerne oznake?

Ovaj problem ima dugu povijest u matematici. Eli-
zabeth Cowley u svom Clanku kaze kako problem
datira iz srednjeg vijeka [2] te navodi knjigu Cla-
udea Gasparda Bacheta' s kraja 19. stolje¢a u kojoj
je proucavan navedeni problem. S druge strane,
Kasner i Newman u svojoj knjizi spominju anegdotu
prema kojoj se veliki matematicar i fizicar Siméon
Denis Poisson odlucio baviti matematikom upravo
zahvaljujuci tome Sto mu je postavljen ovaj problem
([3], str. 160.). Problem se nasao i u knjizi Coxetera
i Greitzera Geometry Revisited kao motivacija za tri-
linearne koordinate ([1], str. 89.). Problem se javlja
i u drugim izvorima u razlicitim varijantama. Meto-
de rjeSavanja koje ¢emo iznijeti u nastavku, dakle,

niposto nisu nove. Cilj nam je napraviti ekspoziciju
te pokazati na primjerima kako u nastavi mozemo
zadati analogne probleme.

Pojasnjenje pravilaiprvo rieSenje

Prvi problem s kojim se moramo suoditi u nastavi
je razjasniti Sto se smatra dopustenim u rjesenju.
Klju€na recenica iz teksta problema je: “Posude
nemaju na sebi nikakve mjerne oznake.” Time is-
kljuCujemo trivijalna “zdravorazumska” riesenja po-
put: “prelijmo polovicu mlijeka iz najve¢e posude
u onu od 5L” jer izostanak mjernih oznaka znaci
da ne mozemo precizno odrediti polovicu, ili bilo
koji drugi dio cijele posude. Dakle, jedini nacin da
sa sigurno$¢u znamo koliko smo milijeka prelili iz
jedne posude u drugu je ako vrijedi barem jedno
od

(1) posuda u koju prelijevamo ispuni se do kraja,
(2) posuda iz koje prelijevamo isprazni se do kraja.

Jasno je da ako smo znali stanje prije prelijeva-
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nja i postujemo (1) i (2), elementarnom aritmetikom
¢emo znati i stanje nakon prelijevanja. Primjerice,
ako prelijevamo iz pune najvece posude od 8L u
praznu posudu od 5 L, manja posuda ¢e se ispuniti
prije nego Sto se veca isprazni. Dakle, nakon preli-
jevanja u manjoj posudi imat ¢emo 5 L mlijeka, a u
vecoj 3L mlijeka. U nastavku ¢emo takva prelijeva-
nja zvati potez. Ako bismo sada iz posude od 5L
prelili mlijeko u posudu od 3L, a zatim iz posude
od 3L prelili mlijeko u posudu od 8L, imali bismo
2L mlijeka u srednjoj te 6 L mlijeka u velikoj posu-
di. Niz prelijevanja mozemo nastaviti, a da bismo
rijesili problem, Zelimo doéi u stanje u kojem u dvije
posude imamo po 4L mlijeka, a tre¢a posuda tre-
ba biti prazna. Takvu raspodielu je jedino moguce
posti¢i tako da najmanja posuda bude prazna, dok
preostale dvije sadrze svaka po 4 L. Sve to tabli¢no
mozemo zapisati na sliedeci nacin:

3L 5L 8L
0 0 8
0 B 8
& 2 &
0 2 6
0 4 4
Tablica 1

Jedan primjer nedopu$tenog poteza ve¢ smo ra-
nije naveli kao “zdravorazumsko” rieSenje u kojem
se polovica sadrzaja prelije iz najve¢e u srednju
posudu. Tabli¢no:

3L 5L 8L
0 0 8
0 4 4
Tablica 2

Takav potez ne zadovoljava niti (1) niti (2), Sto je u
tablici jasno i vidljivo.

Za pocetak, problem mozemo rijesiti metodom po-
kusaja i pogreSke. U tablicama vidimo dva moguca
rieSenja problema.

Kasnije ¢emo vidjeti da su ova dva rjeSenja opti-
malna u smislu broja poteza potrebnih da se do

3L 5L 8L 3L 5L 8L
0 0 8 0 0 8
3 0 5 0 5 3
0 3 5 3 2 3
3 3 2 0 2 6
1 5 2 2 0 6
1 0 7 2 5 1
0 1 7 3 4 1
3 1 4 0 4 4
0 4 4
Tablica 3 Tablica 4

rieSenja dode. U ovom trenutku nemamo $to do-
dati, metoda poku$aja i pogreske mogla je uroditi
i sasvim drukcijim, ali i dalje valjanim tablicama.
Kako nam broj poteza nije omeden odozgo, ¢im
postoji jedno rjesenje, postoji ih i prebrojivo mnogo
iz trivijalnog razloga — dodavanjem suvisnih poteza
moZzemo po volji poveéati duljinu rieSenja. Za dalj-
nju analizu potreban nam je jaci alat, odnosno bolji
prikaz stanja posuda i ucinjenih poteza.

Graficki prikaz problema

Oznacimo s x koli¢inu mlijeka u posudi od 3L, s
y koli¢inu mlijeka u posudi od 5L, a sa z koli¢inu
mlijeka u posudi od 8 L. Jasno je da su x, y, z Cijeli
brojevite vrijedi0 < x < 3,0 <y <50<z<8,
jer je svaka od veli¢ina omedena obujmom posude.
Budu¢i da nam se ukupna koli¢ina mlijeka ne mije-
nja, takoder vrijedi jednakost x +y +z = 8. Ako tu
jednakost iskoristimo za supstituciju u nejednakost
0 < z < 8, nakon sredivanja dobivamo

0<x<3
0<y<5 (3)
0<x+y<8.

Svaka od te tri nejednakosti odreduje prugu u Kar-
tezijevu koordinatnom sustavu te je skiciranjem la-
ko vidjeti da je presjek tih pruga pravokutnik (slika
1). Nadalje, svako stanje u posudama (x,y,z) je-
dinstveno mozemo prikazati kao tocku (x, y) u ko-
ordinatnom sustavu. Jedinstvenost prikaza proizla-
ziiz relacije x+y+z = 8, tj. Cinjenice da se ukupna
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Slika 1.

koliCina mlijeka ne mijenja, pa je z odreden s x i y.
Sve retke iz tablice 3 unesimo kao tocke u koor-
dinatnom sustavu, a poteze kao vektore odredene
susjednim redcima (slika 2).

Na slici 2 mozemo uoditi dvije bitne stvari. Prva se
odnosi na tocke — sve se nalaze na stranicama pra-
vokutnika. Naime, to je posljedica pravila (1) i (2),
jer se nakon svakog poteza neka posuda mora biti
potpuno puna ili potpuno prazna. To znaci upra-
vo da se svaka toCka nalazi na nekom od pravaca
x=0,x=3y=0,y=5z=01iliz=28 a
to su toCno pravci koji odreduju pravokutnik na slici
1. Iznimka je pocetna tocka (0,0). Ona se nalazi
na rubu pravokutnika zbog poc¢etnog uvjeta u pro-
blemu, ne zbog pravila (1) i (2). Mogli smo zadati i
pocetno stanje u posudama tako da ne budemo na
rubu pravokutnika, nego u njegovoj unutrasnjosti.

Druga bitna stvar odnosi se na vektore — svi su pa-
ralelninekom od pravacax = 0,y = Oilix+y = 0.
Razlog tomu je §to se pri svakom potezu koliCina
mlijeka mijenja u to¢no dvije posude, dok je u tre¢oj
posudi koli¢ina mlijeka konstantna. To upravo znadi
daje neka od veli¢ina x, y, z konstantna, dakle, vek-
tor koji oznaCava potez lezi na nekom od pravaca
oblkax =c,y =c, x+y =8 —z=c, zaneki
cijeli broj c.

Uocdimo da nikad ne dolazimo u vrh (3,5) jer se
iz tog vrha jedino mozemo vratiti u vrhove (3,0)
ili (0,5), atosui jedine tocke iz kojih mozemo

y
5
4‘\
3 N
2
1
|1 2 3 x

Slika 2.

doci u vrh (3,5). Dakle, njegovim posjecivanjem
napravili bismo dva suvisna poteza. Takoder, osim
u prvom potezu nikad ne radimo potez duz stra-
nice pravokutnika. Ako bismo radili takav potez,
zbog pravila (1) i (2) morali bismo zavrsiti u ne-
kom od vrhova pravokutnika. Tada bismo do tog
vrha dosli u dva ili viSe poteza raCunajuéi pocetni
potez, potez duz ruba i poteze izmedu. Medutim,
do bilo kojeg vrha pravokutnika iz poCetnog stanja
mozemo doci u najviSe dva poteza. Uzevsi u obzir
i komentar da nikad ne posje¢ujemo vrh (3, 5), za
svako rjeSenje koje osim pocetnog poteza sadrzi
bar jo§ jedan potez duz ruba stranice pravokutni-
ka mozemo pronaci rieSenje koje ne sadrzi takav
potez, a krace je.

Pretpostavimo da trazimo najkrace rieSenje prob-
lema i promotrimo trenutak kad se nalazimo u ne-
koj to€ki na stranici pravokutnika koja nije vrh. Iz
nje imamo Cetiri mogucéa poteza. Dva su poteza
duz te stranice koja odbacujemo zbog prethodne
rasprave. Preostaju nam dva poteza, od kojih je-
dan nuZno vodi natrag u to¢ku iz koje smo dosli
prethodnim potezom. Dakle, preostaje nam samo
jedna moguc¢nost. Ako se nalazimo u vrhu koji ni-
je (0,0) ili (3,5), razlikujemo dva slu¢aja: ili smo
u taj vrh dosli potezom duz stranice pravokutnika
te nam u tom slucaju preostaje samo jedan potez
koji ne ide duz neke stranice, ili smo u taj vrh dosli
jedinim potezom koji nije duz stranice pravokutni-
ka, nakon ¢ega se jedino mozemo vratiti u pocetno
stanje ilivrh (3,5). Vrh (3, 5) smo ve¢ ranije odba-
cili, dakle, preostaje nam vratiti se u po¢etno stanje,
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nakon Cega se potezi pocinju periodiCki ponavljati.
Iz toga je jasno da su kandidati za najkrace rieSenje
daniisklju¢ivo izborom poCetnog poteza, dok su svi
preostali potezi jedinstveno odredeni. 1z pocetnog
stanja naseg problema imamo dva moguca pote-
za. Ako se pridrzavamo upravo opisanog postup-
ka, ta ¢e dva poteza rezultirati rjeSenjima danim
tablicama 3 i 4. Time smo opravdali raniju tvrdnju
da su ta dva rjesenja optimalna.

Oznacimo s A najmanju, s B srednju, a s C naj-
vecu posudu. Tada gore opisani algoritam preciz-
nije mozemo zapisati na sljedeci nacin:

1. iz C prelijevamou A

2. iz A prelijevamo u B

3. ako B nije puna, vratimo se na 1,

ako je B puna, onda iz B prelijemo u C, pa se
vratimo na 2.

Ovaj ¢e algoritam dati tablicu 3. Zamjenom oznaka
A i B dobivamo tablicu 4.

Buduc¢i da mogucih stanja posuda i poteza imamo
kona¢no mnogo, u nekom ¢e trenutku gore opi-
sani algoritam pocCeti periodiCki ponavljati stanja i
poteze. Da tada nismo ve¢ prosli tockom (0,4),
zakljucili bismo da problem nema rjeSenje.

Drugi grafiCki prikaz problema

Vidjeli smo kako problem graficki prikazati u Karte-
zijevu koordinatnom sustavu, no takav pristup ima
manu $to nije dostupan ucenicima nizih razreda
osnovne Skole. Iz tog razloga pokazat ¢emo jos
jedan nacin da se problem prikaze graficki. No-
vi se graficki prikaz neCe esencijalno razlikovati od
prethodnog, alimoguce ga je predstaviti u¢enicima
bez poziva na koordinatni sustav.

Uz iste oznake kao u prethodnoj tocki, uogimo da
jednadzba x + y + z = 8 odreduje ravninu u tro-
dimenzionalnom Kartezijevu koordinatnom susta-
vu. Ako dodamo uvjete x,y,z > 0, tada dobi-
vamo jednakostrani¢an trokut s vrhovima (8, 0, 0),
(0,8,0) i (0,0,8) jer je rije je o presjeku ravnine
x +y -+ z = 8 s prvim oktantom, a navedni vr-
hovi su upravo sjecista ravnine i koordinatnih osi.

x=1 X \
/\WVZZZ \
x=0 X———"——F——X—"————— B

z=8 z=7 z=6 z=5 z=4 z=3

Slika 3.

Retke iz tablice 3, odnosno 4 mozemo interpretirati
kao toCke u trodimenzionalnom prostoru. Alterna-
tivno, retke je moguce interpretirati kao trilinearne
koordinate u odnosu na navedeni jednakostranicni
trokut. Ovdje se ne¢emo time baviti, ali detalji se
mogu pronaci u [1], kako smo ve¢ naveli u uvodu.
Kona¢no, moramo uzeti u obzir i obujme posuda,
tj. nejednadzbe 0 < x <3,0<y <5 0<z<8
te nam od jednakostrani¢nog trokuta ostaje parale-
logram kao $to mozemo vidjeti na slici 3. Dobiveni
paralelogram je u potpunosti analogan pravokutni-
ku saslike 1. Stovige, taj pravokutnik je ortogonalna
projekcija paralelograma na xy-ravninu. Napome-
nimo da se slika 3 moze pronadi i u [4].

Ako unesemo retke iz tablice 3, odnosno 4 te obo-
jamo odgovarajuée poteze, dobit ¢emo slike 4 i 5.

INONINININ/
VAVAVAVAVAV
/NN N/

0,0,8) 0,4,4)

VAVAVAVAVAY
AVAVAVAVAV/

0,0,8) 0,4,4)

Slika 5.
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Analiza problema koju smo proveli u prethodnoj
toCki potpuno se analogno provodi i za ovaj prikaz,
no uoc¢imo da potezi izgledaju prirodnije nego u
Kartezijevu sustavu: svi su paralelni nekoj od stra-
nica jednakostrani¢nog trokuta. Nadalje, u ovom
grafickom prikazu potezi postuju zakon refleksije.
Stoga ovu metodu mozemo predstaviti uGenicima
bez pozivanja na koordinatni sustav. Preostaje nam
pokazati jo§ nekoliko primjera.

Primjer 1. Neka su dane prazne posude obujmova
4L i 7L te neka je dana posuda obujma 11L is-
punjena mlijgkom. Je li moguce izmieriti to¢no 2 L
mlijeka prelijevanjem?

Skicirajmo paralelogram stranica duljina 7 i 4 te ga
podijelimo na jednakostrani¢ne trokute. Vrh pa-
ralelograma dolje lijevo ima koordinate (0,0, 11),
a gore desno (4,7,0). Budu¢i da se pomica-
njem duz pravaca paralelnih stranicama paralelog-
rama z-koordinata mijenja linearno, sve toc¢ke unu-
tar paralelograma imaju z-koordinatu u segmentu
[0, 11], $to je u skladu s obujmom najvece posu-
de. Pocetno stanje odgovara toc¢ki (0,0,11), a
zavréno to¢kama (2,0,9) ili (0,2,9). Cilj nam je
iz poCetnog stanja doci u jednu od zavr$nih tocaka
kre¢u¢i se duz stranica jednakostrani¢nih trokuta
od ruba do ruba paralelograma postujuéi zakon
refleksije. 1z poCetnog stanja imamo samo dva
moguca poteza, oti¢i u neki od susjednih vrhova
paralelograma, dok su svi ostali potezi jedinstve-
no odredeni. Konac¢no, dobivamo sliede¢a dva
rieSenja:

ININININININ/N/

(2,0,9)

VAVAVAVAVAVAVAV

0,0, 11)

Slika 6.

INONONONININ/N/
INONONINININ/N/

INONONINININ/N/
VAVAVAVAVAVAVAV

0,0,11)  (0,2,9)

Slika 7.

Primjer 2. Neka su dane prazne posude obujmova
4L i 6L te neka je dana posuda obujma 10L is-
punjena mlijekom. Je li moguce izmijeriti tocno 3L
mlijeka prelijevanjem?

Kao i u prethodnom primjeru, mozemo skicirati
paralelogram stranica duljina 6 i 4 te ga podijeliti
na jednakostrani¢ne trokute. Vrhovi paralelograma
dolje lijevo i gore desno imaju koordinate (0, 0, 10)
i (4,6,0), stoga sve tocke unutar paralelograma
imaju z-koordinatu u segmentu [0, 10], u skladu s
obujmom najvecée posude. No, uo¢imo da se pri-
mjenom naseg algoritma pocevsi iz vrha (0, 0, 10)
uvijek vraéamo u pocéetnu to¢ku bez obzira na izbor
pocetnog poteza, a pri tome se ne¢emo zaustaviti
u tockama (3,0,7) ili (0,3,7) (slika 8). Alterna-
tivno, ako pokusamo rekonstruirati potrebne pote-
ze krenuvsi iz neke od zavr$nih toc¢aka, primijetit
¢emo da dobivamo zatvorenu petlju koja ne prola-
Zi niti jednim vrhom paralelograma (slika 9). Stoga
zaklju¢ujemo da nije moguce izmijeriti to¢no 3 L mli-
jeka.

(4,0,06) (4,2,4) 4,4,2)

INININININ/N/

JAVAVAVAVAVAV
(0,0,10)  (0,2,8) 0,4,6) (0,6,4)
Slika 8.
JAVAVAVAVAVAN
JAVAVAVAVAVAV,
JAVAVAVAVAVAY
0,3,7)
Slika 9.

Pazljivim promatranjem koordinata mozemo uociti
da je moguce izmijeriti samo koli¢ine mlijeka djeljive
s 2, najve¢im zajednickim djeliteliem 4 i 6. Ustvari,
ova opservacija vrijedi opéenito.

Teorem. Neka su dane prazne posude obujmova
A I B te neka je dana posuda obujma A + B is-
punjena miijekom. Tada je prelijevanjem moguce
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izmjeriti tocno n litara miijeka ako i samo ako najveci
zajednicki djelitelj A i B dijeli n.

Izostavit ¢emo detalje dokaza, ali dovoljno je uoditi
da na$ algoritam modelira modularnu aritmetiku.
Primjerice, u posudi B algoritam daje koliCine kA
(mod B), pa je u posudi B mogucée izmjeriti sa-
mo koli¢ine oblika kA + [B za neke cijele k, . No,
opcéenito znamo da linearna diofantska jednadzba
kA + IB = n ima rjeSenja ako i samo ako najvedi
zajednicki djelitelj A i B dijeli n.

Napominjemo da se linearne diofantske jednadzbe
prema aktualnom Predmetnom kurikulumu obraduju
u prvom razredu srednjih skola koje imaju barem
175 sati matematike godisnje, tj. barem 5 sati mate-
matike tjedno. Veza izmedu problema prelijevanja
mlijeka i linearne diofantske jednadzbe detaljnije je
istrazena u [2].

Dosada smo gledali samo primjere u kojima su da-
ne dvije prazne posude te ispunjena posuda obuj-
ma dana zbrojem obujmova dviju manjih posuda.
Pogledajmo primjer u opcenitijoj situaciji.

Primjer 4. Neka su dane posude obujmova 3L,
5L i 6L te neka je ukupna koli¢ina mlijeka u svim
posudama 7 L.

Kao i ranije, skicirajmo paralelogram stranica dulji-
na5i3. Uo¢imo tada da vrh dolje lijevo ima koordi-
nate (0,0,7), avrh gore desno (3,5, —1). Kako je
obujam najvec¢e posude 6L, sve z-koordinate mo-
raju biti u segmentu [0, 6], stoga moramo izbaci-
ti tocke iz paralelograma koje imaju z-koordinate
izvan tog segmenta. Preostaje nam Sesterokut
¢ije su nasuprotne stranice paralelne. Vrhove tog
Sesterokuta mozemo povezati dozvoljenim potezi-
ma koji ne idu duz stranica Sesterokuta.

Kao sto vidimo na slici 10, sve tocke na stranica-
ma Sesterokuta cjelobrojnih koordinata su obojene

N NNN/N\
INNNNN/
\VAVAVAVAVA

Slika 10.

nekom od boja, $to znaci da ih mozemo posietiti
krenuvsi iz odgovarajuc¢eg vrha. Kako iz svakog
vrha Sesterokuta kre¢uci se duz stranica mozemo
u najviSe tri poteza do¢i do bilo kojeg drugog vrha,
zakljuCujemo da problem prelijevanja ima rieSenje
bez obzira na pocetno i zavrsno stanje.

Opcenito, umijesto paralelograma, s obzirom na
zadane uvjete mozemo dobiti trokut, ¢etverokut,
peterokut ili Sesterokut. Takoder, moguce je da
problem nece uvijek imati rieSenje bez obzira na to
jesu li obujmi relativno prosti ili ne.

Primjer 5. Neka su dane posude obujmova 7L, 8L
i 9L te neka je ukupna koli¢ina mlijeka u posudama
10 L. Tada ne moZemo izmijeriti 4 L niti 6 L, osim ako
po¢nemo u stanju kojem je jedna koordinata 4 ili 6.
Ne mozemo izmijeriti niti 51, osim ako po¢nemo u
stanju kojem je jedna koordinata 5.

INONONONINONINEN
NNNNNININN/
\AANNNNNN

Slika 11.
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