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Kreativno misljenje

u ucenju matematike — vaznost problema
s viSestrukim postupcima rieSavanja

| S viSe tocnih rjesenja

Josip Slisko, Meksiko

Uvod

Prije 570 godina, 15. travnja roden je Leonardo da
Vinci. Po mislienju mnogih on je jedan od najp-
roduktivnijin i najkreativnijih umjetnika, znanstveni-
ka, inzenjera i inovatora svih vremena. Njegove
zapanjujuce kreativne sposobnosti i danas su za-
nimljive, bilo da su tema dokumentarnih istrazivanja
(Magnan, 2020.), bilo da se svode na “sedam kora-
ka” koje trebaju slijediti oni koji gaje iluzije da mogu
razmisljati poput njega (Gelb, 2009.).

U Cast Leonarda da Vincija, kao zasluzeno prizna-
nje zanjegov rad, svakog 15. travnja pocinje Tjedan
kreativnostiiinovativnosti. Tiedan zavrSava 21. trav-
nja koji je Op¢a skupstina Ujedinjenih naroda prog-
lasila Svjetskim danom kreativnosti i inovativnosti. U

Slika 1. Leonardo da Vinci (1452. - 1519.)
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svijetu koji karakteriziraju brze, velike i dalekosezne
promjene u svim sferama zivota, samo kreativne
ideje i njihove uspjesne inovacijske primjene mogu
omoguciti osobni, ekonomski i socijalni napredak.

Uvazavajuci veliku vaznost formulacija, provjere i
primjene originalnih pristupa rjeSavanju svih vrsta
problema, ove godine Medunarodni projekt ispiti-
vanja ucenika (PISA) po prvi put uz &italacku, priro-
doslovnu i matemati¢ku pismenost, ispituje i spo-
sobnosti kreativnog misljenja ucenika.

Prema teorijskoj osnovi PISA istrazivanja, kreativno
miSljenje je slozeni sustav koji Cini Sest dimenzija:
(1) osjecanje, suosjetanje, promatranje, opisivanje
znacajnih iskustava i informacija
(2) trazenje, stvaranje i istrazivanje ideja

(3) uspostavljanje veza integriranjem razlicitih dis-
ciplinarnih perspektiva
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(4) proSirivanje i “igranje” s neobic¢nim, riziénim ili
radikalnim idejama

(5) zamisljanje, izrazavanje, realizacija novog pro-
izvoda (rieSenja ili izvedbe)

(6) ocjenjivanje novih rjesenja i/ili njihovih mogucih
posljedica.

Kompaktna definicija kreativnog misljenja je spo-
sobnost produktivnog Stvaranja, vrednovanja i po-
boljsanja ideja, sto moZe rezultirati originalnim i
uCinkovitim rjesenjima, dolazenjem do spoznaja i
upecatljivim ekspresijama maste.

Jasno je da svi Skolski predmeti trebaju u manjoj
ili vecoj mjeri doprinositi razvoju te uCenicke kom-
petencije. U ovom Clanku razmatra se nacin koji
omogucuje ucenicima da se u nastavi matemati-
ke prvo upoznaju s idejom “originalnih i u¢inkovitih
rieSenja”, a zatim da sami osmisle i provjere takve
ideje.

Dva ilustrativha primjera
originalnih i u¢inkovitih
matematickih ideja

Zbroj prvih 100 prirodnih brojeva

Svakome je poznato kako je Carl Friedrich Gauss
kao djecak originalno i ucinkovito rijeSio problem
zbrajanja prvih 100 prirodnih brojeva.

Zadavsi malom Gaussu ovaj zadatak, njegov je
ucitelj imao na umu izvrSavanje 99 operacija zbra-
janja (1+2=3,34+3=66+4=10, ...,

Slika 2. Carl Friedrich Gauss (1777. — 1855.)

4950 4 100 = 5050). Umijesto da slijedi taj mu-
kotrpan rutinski put, Gauss je uocio da u tom nizu
brojeva postoji 50 parova ¢iji je zbroj 101 (1 + 100,
2499 =101, ..., 50 + 51 = 100). Tim se
genijalnim kreativnim uvidom trazeni zbroj nalazi
jednostavnim mnozZenjem:

50 - 101 = 5050.

Broj meceva na jednom teniskom turniru

Drugi primjer je manje poznat, ali nije nista manje
ilustrativan:

Za sudjelovanje na jednom amaterskom teniskom
turniru prijavila su se 1024 natjecatelja. Ako se tur-
nir igra “na ispadanje”, koliko je meceva odigrano
kako bi se dobio pobjednik?

Uobi€ajeni nacin rieSavanja ovog aritmetickog pro-
blema jest ovakvo prebrojavanje odigranih meceva:

— U prvom kolu igra se 512 meceva. Ispada 512,
a turnir nastavlja 512 tenisaca.

— U drugom kolu igra se 256 meceva. Ispada 256,
a turnir nastavlja 256 tenisaca.

— U treCem kolu igra se 128 meCeva. Ispada 128,
a turnir nastavlja 128 tenisaca.

— U CGetvrtom kolu igraju se 64 meca. Ispadaju 64,
a turnir nastavljaju 64 tenisaca.

— U petom kolu igraju se 32 meca. Ispadaju 32, a
turnir nastavljaju 32 tenisaca.

— U Sestom kolu igra se 16 meCeva. Ispada 16, a
turnir nastavlja 16 tenisaca.

— U sedmom kolu igra se 8 meCeva. Ispada 8, a
turnir nastavlja 8 tenisaca.

— U osmom kolu igraju se 4 meca. Ispadaju 4, a
turnir nastavljaju 4 tenisaca.

— U polufinalu se igraju 2 meca. Ispadaju 2, a turnir
nastavljaju 2 tenisaca.

— U finalu se igra samo 1 me¢ i dobiva se pobjed-
nik.

Odgovor se sada dobiva zbrajanjem svih meceva:
1+2+44-8+16+32+4-644-128+-256+512=1023.

Medutim, puno brzi i jednostavniji nacin razmisljanja
je sliedeci: Kako bi se dobio pobjednik turnira, iz
igre trebaju ispasti 1 023 tenisa¢a. U jednom mecu
iz igre ispada jedan igraC. To znali da su na turniru
odigrana 1023 meca.
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U oba se prethodna primjera rutinski postupak
rieSavanja lako zamislja, ali mu je realizacija du-
gacka i ¢esto podloZzna greskama. Originalni pos-
tupak je iznenadujuce kratak i mogucénost pogreske
je minimalna. Medutim, nalazenje takvog postupka
je tezak pothvat jer zahtijeva napustanije rutinskog
misljenja te posjedovanje kreativnog uvida u mate-
mati¢ku strukturu problema ili u sustinsku karakte-
ristiku problemske situacije.

Pritom postoji opasnost da ucenici pogresno za-
kljuce kako su samo genijalci sposobni za takvo
kreativno rjeSavanje matematickih problema. Da bi
se to izbjeglo, u nastavi matematike treba povecati
broj problema koji se mogu rijesiti na vise nacina
ili koji imaju viSe to¢nih odgovora, a smanijiti broj
problema koji se rieSavaju samo na jedan nacin i to
vec videnim ili nametnutim rutinskim ili algoritam-
skim postupkom.

Opcu vaznost i potrebu takvog pristupa edukaciji
“zarast uma” davno je iskazao Bruner (1965.):

Djeci kao i odraslima treba poticaj da je u redu
zabavijati se i izraZavati vrlo subjektivne ideje, tre-
tirati zadatak kao problem na Koji se samostalno
osmisljava odgovor umjesto da ga se pronade u
udzbeniku ili na skolskoj ploci.

Mala djeca u skoli trose jako puno vremena i tru-
da kako bi shvatila Sto tocno ucitelj od njih ocekuje
i obicno dolaze do zakljucka kako ucitelj od njih
ocekuje urednost i dobro pamcenje ili da rade stva-
ri u odredeno vriieme na odredeni nacin.

Ako se ucenici sustavno poti¢u da slobodno traze
vlastita rieSenja problema, aktiviraju se njinovi kre-
ativni potencijali i rezultati u¢enja su impresivni (Niu
i Zhou, 2017.). U takvoj razrednoj kulturi kineski su
uéenici za jedan problem kretanja dvaju viakova
pronasli Cak 15 razli¢itih naCina rieSavanja.

Problemi s viSestrukim

postupkom rjeSavanjaili s vise
riesenja: Rezultati istrazivanja
IstraZivanje matematickog misljenja ucenika u rje-
Savanju nestandardnih problema otkriva da su

uéenici u stanju predloziti i oCekivane, ali i neo-
¢ekivane naCine nalazenja istog rjesSenja.

Tako je bilo primjerice u slu¢aju problema koiji je
istrazio Kalman s u¢enicima Cetvrtih i petih razreda
(2003.):

Nadi zbroj prvih dvadeset neparnih brojeva.

Amanda, uCenica petog razreda, zakljucila je da
rieSenje problema iznosi 400. Ona je poput Ga-
ussa uocila da u tom nizu postoji deset parova
brojeva Ciji zbroj je 40: 1+ 39 = 40, 34 37 = 40,
..., 19421 = 40.

Alex je uvidio sliedec¢u pravilnost: zbroj jednozna-
menkastih brojeva (1, 3, 5, 71 9) je 25. Oni se
pojavljuju jos tri puta i to medu neparnim brojevi-
ma od 11 do 19 (uz peterostruko ponavljanje broja
10), medu neparnim brojevima od 21 do 29 (uz pe-
terostruko ponavljanje broja 20) i medu neparnim
brojevima od 31 do 39 (uz peterostruko ponavljanje
broja 30). Zbog toga je ukupan zbroj:

(4-25) + (5-10) + (5-20) + (5- 30)
= 100 + 50 + 100 + 150 = 400.

Kada je u istrazivanje rieSavanja problema ukljucen
veci broj ucenika, moguce je doéi do vjerodos-
tojnih postotaka prisutnosti pojedinih postupaka
rieSavanja. Haylock (1997.) je trazio takve pos-
totke za sljedec¢i problem:

Spajanjem todaka u mreZi od 9 todaka, gdje je
udaljenost najblizih tocaka 1cm, kreirajte lik Cija
je povrsina 2 cm?. (Povrsina mreZnog kvadrata je
4cm?)

98 % ucenika od 11 do 12 godina izabralo je naj-
jednostavnije rieSenje: kreirali su pravokutnik cije
su stranice duljina 2 cm i 1 cm, podijelivsi mrezni
kvadrat na dva jednaka dijela.

Preostali uenici (2 %) pokazali su daleko vise kre-
ativnosti kreiraju¢i geometrijske likove razli¢itih ob-
lika (slika 3).

° ° °
° ° °
Slika 3a. Slika 3b.

Postotak pojavljivanja ovog
riesenja je 62 %.

Postotak pojavljivanja ovog
rieSenja je 17 %.
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Slika 3c.
Postotak pojavljivanja ovog
rieSenja je 7 %.

Slika 3d.
Postotak pojavljivanja ovog
riesenja je 1 %.

Najjednostavnijilik, po broju stranica, bio je Cetverokut

(slika 3c), dok su ostala rieSenja bili mastoviti mno-
gokuti.

Najkreativnije rieSenje nasao je samo jedan ucenik
kreiravsi sedmerokut (slika 4).

Slika 4. Najkreativnije rieSenje u obliku sedmerokuta

Problemi s viSestrukim postupkom rieSavanja cesto
se upotrebljavaju i za dizajniranje instrumenata koji
su korisni u istrazivanju kvalitete matematickih zna-
nja i u mjerenju matemati¢ke kreativnosti. Takav
pristup proveden je primjerice u slu¢aju geometri-
je (Levav-Waynberg i Leikin, 2012a). Kvaliteta ge-
ometrijskog znanja ocijenjena je na osnovi korekt-
nosti i povezanosti razli¢itih rieSenja. Kreativnost
je mjerena uzimajuci u obzir toénost, fleksibilnost
i originalnost rjesenja. Koristeni instrument omo-
gucavao je nalazenje medusobne ovisnostiizmedu
komponenata geometrijskog znanja i kreativnosti.

Problemi s viSestrukim rjesenjima imaju vaznu ulo-
gu i u intervencijskim pedagoskim istrazivanjima.
Grupe studenata koji su bili izloZeni problemima s
viSestrukim rieSenjima pokazale su ve¢i napredak
u geometrijskim znanjima i kreativnosti nego gru-
pe studenata koje su se susretale s problemima
u kojima je trazeno samo jedno rjeSenje (Levav-
Waynberg i Leikin, 2012.b).

Sliéni rezultati postizu se i u intervencijskim is-
trazivanjima koja se u eksperimentalnoj grupi sus-
tavno bave “otvorenim problemima” s viSe to¢nih
odgovora. Takvi problemi poti¢u divergentno mislje-
nje koje je vazna komponenta kreativnosti (Kwon,
Park i Park, 2006.).

Jedan primjer jednostavnog “otvorenog problema”
iz aritmetike glasi:

Medu brojevima 1, 2, 4, 6, 8i 12 izaberi broj koji je
drukciji od ostalih. Pokusaj naci Sto vise mogudih
odgovora.

Neki moguci to¢ni odgovori uc¢enika su:

1: To je jedini neparni broj. Svi ostali su parni bro-

jevi.
12: To je jedini dvoznamenkasti broj. Svi ostali su

jednoznamenkasti brojevi.

8: To je jedini broj koji nije djelitelj broja 12. Svi
ostali brojevi su njegovi djelitelji.

2: To je jedini prost broj. Svi ostali brojevi su
slozeni, a 1 nije ni prost ni slozen.

“Otvoreni problem” i problem
s viSestrukim postupkom
rieSavanja u udzbenicima
matematike

Poznato je da udzbenici matematike znacajno ut-
jeCu ne samo na to kako nastavnici planiraju i izvo-
de nastavu (Reys i Bay-Williams, 2003.; Glasnovi¢
GraciniDomovi¢, 2009.) nego i na to koja matema-
tiCka znanja ucenici mogu ili ne mogu nauciti (Ju-
ki¢ Mati¢ i Glasnovi¢ Gracin, 2020.). Ako Skolska
matematika treba s ostalim predmetima doprinositi
sposobnostima u¢enika da traze i nadu originalna
i ucinkovita rieSenja, vazno je istraziti i jasno utvrditi
kakvi se matematiCki zadatci i aktivnosti pojavljuju
u udZbenicima.

Jedno je nizozemsko istrazivanje, provedeno na
sadrzajima Cetiriju najpopularnijin udzbenika za
Cetvrti razred koji se koriste u 85 % Skola, uka-
zalo na zabrinjavaju¢i nedostatak nerutinskih pro-
blema. Naime, takvi su problemi nesumnjivo prvi
znacajan korak k poticanju kreativnog misljenja jer
nisu rjesivi mehani¢kom primjenom algoritamskih
postupaka (Kolovou, van den Heuvel-Panhuizen i
Bakker, 2009.).

Da bi olaksali analizu, autori su definirali i dali pa-
radigmatske primjere za tri tipa zadataka koji se
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bitno razlikuju po kognitivnoj zahtjevnosti i ilustrira-
ju razliku izmedu jednostavnih zadataka, zadataka
u “sivim zonama” i zadataka koji su sli¢ni zagonet-
kama:

1. Imas Salicu za juhu (300 mi). Kako s pomocu nje
izmjeriti 2100 ml vode?

2. Imas Salicu za juhu (300 ml), Salicu za ¢aj (200 ml)
i ¢adu (250 ml). PokaZi razlicite nacine kojima se
moze izmjeriti 1 500 m/ vode.

3. Imas vr¢ od 5 litara i vr¢ od 3 litre. Kako mozZe$
izvaditi 4 litre vode iz velike zdjele s pomodu ta dva
vréa? Vodu smijes ulijevati natrag u posudu.

Prvi zadatak zahtijeva jednostavnu primjenu algo-
ritma dijeljenja kako bi se utvrdilo da 7 Salica Cini
2100 ml.

Drugi zadatak nudi viSe mogucih rieSenja do kojih
se dolazi raznim kombinacijama zapremnina posu-
da ¢iji zbroj daje potrebnu koli¢inu: 5 salica za juhu
(300 ml), 6 ¢asa (250 ml), 6 Salica za ¢aj (200 ml) i
jedna Salica za juhu (300 ml), Cetiri ¢ase (250 ml),
jedna 8alica za juhu (300 ml) i jedna Salica za ¢aj
(200 ml)...

TreCi zadatak prava je zagonetka jer rieSenje nije
jednostavno. Zahtijeva izgradnju mentalnog mo-
dela situacije u kojoj se mora pronaci niz koraka za
odvajanje koli¢ine od 4 litre vode.

U seriji udzbenika s najve¢im koristenjem “zago-
netnih zadataka”, postotak tih zadataka bio je tek
nesto vise od 2 %. Kad su im se dodali zadatci iz
“sive zone”, najveci pronadeni postotak bio je tek
13 %. Po misljenju autora nezadovoljavaju¢i rezul-
tati nizozemskih ucenika u rieSavanju nerutinskin
problema izravna su posljedica nedovoljnog prisu-
stva takvih zadataka u matemati¢kim udzbenicima.

U svojoj analizi na uzorku od 22 000 matematickih
zadataka i aktivnosti u¢enja u najvise koristenim hr-
vatskim udzbenicima matematike za Sesti, sedmi
i osmi razred, Glasnovi¢ Gracin (2018.) je usta-
novila da analizirani udzbenici ne nude pozeljan
puni spektar problema i aktivnosti. PrenaglaSeno
je prisustvo radunskih operacija koje vode do samo
jednog “zatvorenog” rezultata. U svim domenama
matematike je vise od 97 % analiziranih zadataka i

aktivnosti tog tipa. Nuzna je posljedica da je prisu-
stvo zahtjevnijih kognitivnih aktivnosti (argumenta-
cijaiinterpretacija, refleksivno mislienje i riesavanja
“otvorenih problema” s vise mogucih rieSenja) —
minimalno. Savr§eno je jasno da spomenuti domi-
nantni udzbenicki sadrzaji ne potic¢u ucenicko kre-
ativno misljenje.

Sli¢ni nezadovoljavajuci rezultati dobiveni su i u ne-
davnim istrazivanjima provednim na turskim mate-
matickim udzbenicima. Ista je situacija u slucaju
poticanja divergetnog i konvergetnog misljienja
(Bingdlbali, Bingélbali, 2020.), ali i u domeni ko-
riStenja zadataka s viSestrukim postupkom riesa-
vanja i zadataka koji imaju nekoliko to¢nih rieSenja
(Bingolbali, 2020.). Ovaj je drugi tip problema pri-
sutan tek u 8 % pitanja i zadataka.

lluzorno je ocekivati dobre rezultate ucenja u do-
meni kreativnog misljenja ako se u udzbenicima
matematike ne pojavljuje znacajan broj proble-
ma koji potiCu kreativnost u trazenju “originalnih
i ucinkovitih rieSenja”.

Primjeri “otvorenih problema” |
problema s visestrukim
postupcima rieSavanja

U nastavku prilazem Cetiri vlastita “kamenci¢a” za
pozeljan i potreban mozaik kolekcije problema za
poticanje kreativnog misljenja u u¢enju matemati-
ke. Komentari u prva dva problema temeljeni su
na rezultatima njihove stvarne primjene, dok su pri-
jedlozi dvaju preostalih problema praceni poznatim
povijesnim rjesenjima i jednim jednostavnim teorij-
skim predvidanjem.

Podjela broja 10 na tri nejednaka dijela

Kao dobar primjer “otvorenog problema” moze
posluziti problem dijeljenja broja 10 na tri nejedna-
ka dijela koji je formulirao Fibonacci u svojoj knijizi
Liber abaci (Sigler, 2003., str. 278.):

Podijeli broj 10 na tri nejednaka dijela koji su takvi da
je umnoZak najmanjeg s najvecim jednak umnosku
preostalog sa samim sobom.
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Ne spominjuc¢i da je problem nedovoljno odreden
i da ima beskona¢no mnogo rjeSenja, Fibonacci
ga je rijeSio postupkom “lazne pretpostavke”. Pret-
postavio je da su trazeni dijelovi 1, 2 i 4. Ti dijelovi
zadovoljavaju drugi uviet (1 -4 = 2 - 2), ali ne za-
dovoljavaju prvi uvjet (1 +2 4+ 4 = 7). Da bi se
zadovoljio i taj uvjet, svaki od tih brojeva treba pom-

noziti s - Na taj nacin, Fibonacci je nasao jedno
0 20 i 40

77 7

Istim postupkom mogao je naci i niz drugih mo-

gucih rieSenja. Kao primjeri slijede dva dodatna

rieSenja:

od mogucih rjesenja:

Pretpostavka da su trazeni brojevi 1, 3 i 9, daje

riesenja E) @ i —. Pretpostavka da su trazeni
| | 1313 13 " 0 40 160
brojevi 1, 4 16, vodi do rjeSenja 21 71 i TR

Moiji studenti nisu bili u stanju reproducirati Fibona-
ccijevo riesSenje. Tek se jedan student “poigrac” s
brojevima 1, 319, ali nije uspio pronaéi nacin kojim
bi njihov zbroj bio 10.

Medutim, studenti su lako dosli do zaklju¢ka da nije
moguce jednoznacno nadi tri broja ako su poznaju
samo dvije medusobne relacije:

X+y+z=10
Xz = y°.
Zbog toga su neki od studenata nasli jedno od mo-
gucih riesenja, pretpostavijaju¢i da je X = 1. Na
taj nacin dobivali su rjesiv sustav dviju jednadzbi s
dvjema napoznanicama:
y+z=9

z=V.

Vrijednost za Yy pronalazili su iz kvadratne jed-

nadzbe:
Y +y—-9=0.
Pozitivno rieSenje za y je:
_V3T-1
y= 5>
Iz jednadzbe z = y? su nali:
S 38— 237
= f.

Drugi studenti pretpostavili su da jey = 1, pa su
dobili sustav jednadzbi:

X+z=9
xz=1.
RjeSenja su:
, 9tV 2
2 T 94T

Sljedece aktivnosti posluZile su kako bih svojim stu-
dentima pokazao Fibonaccijevo rjeSenje s ciliem
upoznavanja vaznih aspekata evolucije matema-
tickog znanja i procedura za rjeSavanje jednog te
istog problema.

Povrsina “nagnutog kvadrata”

Ovim problemom je prije nekoliko godina zapocelo
moje istrazivanje moguénosti poticanja matema-
tiCke kreativnosti na kolegiju “Razvoj sposobnosti
kompleksnog misljenja”. Problem je bio formuliran
s jasnom naznakom da se do rjesenja moze dodi
razli¢itim postupcima:

U kvadrat &ifa je stranica duljine 6 cm upisan je “na-
gnuti kvadrat” (slika 5). Na dva razlicita naCina nadi
povrsinu “nagnutog kvadrata”.

Slika 5. Kvadrat sa stranicom duljine 6 cm i “nagnuti kvadrat”

Oc&ekivao sam da ¢e se vecéina studenata koristiti
dvama postupcima rjeSavanja:

Primjena Pitagorina poucka: Povrsina “nagnutog
kvadrata” jednaka je kvadratu njegove stranice.
Kako je ta stranica hipotenuza pravokutnog trokuta
Cije su katete 4cm i 2.cm, primjenom Pitagorina
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poucka dobiva se da je trazena povrSina jednaka
(4cm)?+ (2cm)? = 16 cm? + 4 cm? = 20 cm?.

Koristenje povrSina Cetiriju pravokutnih trokuta: Ve-
liki kvadrat ima povrginu 36 cm?. Povr$ina “nagnu-
tog kvadrata” dobiva se tako da se od te povrSine
oduzmu povrSine Cetiriju pravokutnih trokuta &ije
su katete duljine 2 cm i 4 cm. Kako ti trokuti imaju
povrsinu 4 cm?, povr$ina “nagnutog kvadrata” je

36 cm?—(4-4 cm?) = 36 cm?—16 cm? = 20 cm?.

Moja su se oCekivanja ispunila. Medutim, treba
napomenuti jedan vazan detalj koji pokazuje zabri-
njavajucu prisutnost rutinskog misljenja u student-
skom rieSavanju problema. Skoro svi studenti najp-
rije su racunali duljinu stranice jednaku kvadratnom
korijenu iz 20 cm?, a onda su dobivenu vrijednost
kvadrirali kako bi nasli da je povrSina “nagnutog
kvadrata” jednaka 20 cm?!

Ugodno me iznenadilo saznanje da su studenti
nasli i dodatne kreativne postupke rieSavanja ko-
je nisam ocekivao.

Dijelienje “nagnutog kvadrata” na manje likove: Uz
nekoliko nejasnih ili problemati¢nih pokusaja, stu-
denti su u samostalnom i grupnom rjesavanju po-
kazali da postoji ¢ak pet uspjesnih nacina da se
“nagnuti kvadrat” podijeli na manije likove. Navo-
dim tri primjera takvih podjela:

e “Nagnuti kvadrat” ¢ine 4 jednaka trokuta cija je
baza duljine 5cmiivisina 2 cm. Kako je povrsina
svakog od tih trokuta 5 cm?, povréina “nagnu-
tog kvadrata” 20 cm?.

e “Nagnuti kvadrat” &ine kvadrat povrgine 4 cm? i
4 pravokutna trokuta sa katetama duljina 4 cm
i 2cm. Kako je povrSina svakog od tih trokuta
4 cm?, povrina “nagnutog kvadrata” je 20 cm?.

e “Nagnuti kvadrat” Cine pravilan “kriz” povrsine
12 cm? i 8 pravokutnih trokuta s katetama dulji-
na 2cmilcm. Kako je povrSina svakog od tih
trokuta 1 cm?, povréina “nagnutog kvadrata” je
20 cm?.

Muz i zena piju vino

Nizozemski astronom i matemati¢ar Regnier Gem-
ma Frisius (1508. — 1555.) je 1540. godine formuli-
rao sliedec¢i problem:

Kad muz pije sam, bacva vina mu traje 20 dana.
Kada Zena pife s njim, bacva vina im traje 12 dana.
Kada bi Zena pila sama, koliko dana bi joj trajala ta
bacva vina?

Gledaju¢i povijesne inacice rjeSenja ovog i sli¢nih
problema, nasao sam da ga je moguce rijesiti na
Sest razli¢itih naCina. Zbog toga bi on mogao biti
prikladan za poticanje i istrazivanje kreativnog ma-
tematiCkog mislienja ucenika i studenata. Moguci
su sliedeci postupci rieSavanja:

1. Algebarsko rjeSenje: Ako je X trazeni broj dana,
onda vrijedi:

11 1
20 x 12
1 1 1 5-3 1

Bacva vina trajala bi 30 dana.

2. Aritmeti¢ko rjesenje: Za jedan dan muz popije
dvadesetinu, a sa zenom dvanaestinu bacve vina.
Zena za jedan dan popije razliku tih dviju koli¢ina.
To znadi da za jedan dan Zena popije

1 1

12 20

5-3 1

60 30
bacve vina. Da popije cijelu bac¢vu, treba joj 30
dana.

3. Postupak lazne pretpostavke: Pretpostavimo da
muz i zena zajedno piju vino 60 dana. U tom vre-
menu popili bi 5 bagvi vina. Za 60 dana muz bi
sam popio 3 bacve vina. To znaci da bi zena sama
za 60 dana popila 2 badve vina. Za popiti jednu
bacvu vina trebalo bi joj 30 dana.

4. Pretpostavka o koli¢ini vina: Pretpostavimo da
bacva sadrzi 10 litara vina. Kada piju zajedno, muz

i Zena za jedan dan popiju 5 litara vina. Kako muz
3
za jedan dan popije pola litre ili 5 litre vina, proizlazi

2 1
da Zena za jedan dan popije 6 litre ili 3 litre. Dru-
gim rije¢ima, ona za 3 dana popije 1 litru vina. Da
bi popila 10 litara, treba joj deset puta vise dana.
Znaci da joj treba 30 dana.
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5. Trojno pravilo: Za 12 dana muz sam popije 20

3

ili 5 bacve vina. Za 12 dana Zena je popila ostatak
2 2

ili 5 bacve vina. Ako joj za pijenje 5 bacve vina

5
treba 12 dana, onda joj za cijelu bac¢vu treba 12 - >
dana ili 30 dana.

6. Usporedivanje brzine pijenja vina: Za 12 dana
3

. y L . 2
muZ sam popile ¢ badve vina, a Zena sama 5

bacve vina. To znaci da muz pije 5= 1.5 puta
brze nego zena. Ako muzu za cijelu bacvu treba
20 dana, onda ¢e Zeni (koja pije 1.5 puta sporije),
trebati 30 dana (1.5 - 20 dana = 30 dana).

Danas ucenicima ne bi bilo prikladno dati originalnu
formulacija problema, medutim, za eksperimental-
no istrazivanje ucenicke kreativnosti lako je promi-
jeniti kontekst i zadrzati istu matemati¢ku strukturu.

Dvije moguce i uobiCajene rekontekstualizacije, s
istim spektrom viSestrukih postupaka rjeSenja su
sliedece:

Bazen mogu puniti dvije cijevi Ai B. Ako je otvorena
samo cijev A, bazen se napuni za 20 minuta. Ako je
uz cijev A otvorena i cijev B, bazen se napuni za 12
minuta. Za koliko bi se minuta napunio bazen ako
bi bila otvorena samo cijev B?

Mate sam izgradi jedan zid za 20 dana. Ako bi Ivan
radio zajedno s Matorn, oni bi zajedno taj zid izgra-
dili za 12 dana. Za koliko bi dana Ivan sam izgradio
taj zid?

Problem postizanja ravnoteze
vage

Ovaj problem predlazem kao mogucu izazovnu
prakti¢no-kreativnu aktivnost za u¢enike prvog ili
drugog razreda osnovne skole. Cvrsto vjerujem da
s koristenjem i pobolj$anjem kreativnog ucenic¢kog
misljenja treba poceti §to je moguce ranije, izbo-
rom problema koji dopustaju nalazenje rieSenja na
viSe nacina.

Za poCetak se ucenicima pokaze situacija u kojoj
vaga nije u ravnotezi (slika 6).

Slika 6. Vaga nije u ravnotezi (zdje-
lice vage su na razli¢itim visinama)

Ucenicima se postavlja pitanje: Zasto se zdjelice
vage ne nalaze na istoj visini?

Ocekivani toc¢an odgovor ucenika glasio bi: Zato
$to 6 kocki ima veéu masu nego 2 kocke!

Prakti¢no-kreativno mislienje ucenika potice se pi-
tanjem: Na koliko bi razlicitih nacina bilo moguce
posti¢i da vaga bude u ravnotezi?

Mozemo ocekivati da ¢e vecina u¢enika brzo pred-
loziti dva nacina za rjeSavanje problema izjed-
nacavanjem broja kocaka na obje strane.

Jedan je na¢in dodavanje 4 kocke u desnu zdjelicu.
Tako ¢e na obje strane biti 6 kocaka (slika 7a).

Drugi je nacCin micanje 4 kocke koje su “viSak” u
lijevoj zdjelici. Tim ¢e na¢inom na obje strane vage
biti 2 kocke (slika 7b).

Slika 7a. Ravnoteza vage sa 6 kocaka na obje strane

Slika 7b. Ravnoteza vage s 2 kocke na obje strane

Vjerujem da ¢e za ucenike biti teze smisliti nacin
izjednaCavanja broja kocaka koji se temelji na pre-
mjestanju kocki iz jedne u drugu zdjelicu, bez do-
davanja novih ili potpunog micanja ve¢ postojecih
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kocki. TreCi je nacin, dakle, prebacivanje dviju ko-
caka s lijeve na desnu stranu. Tim ¢e na¢inom na
obje strane vage biti 4 kocke (slika 8).

Slika 8. Ravnoteza vage s 4 kocke na obje strane
ZakljuCak

Za uspjesno poticanje matemati¢kog kreativnog
misljenja kod ucenika i studenata nuzno je sus-
tavno zadavati prikladne probleme. Tipovi takvih
problema izlozeni su i komentirani u ovom ¢lanku.

Pored toga, vazno je graditi razrednu kulturu u ko-
joj su greske, do kojih ¢esto dolazi u traZzenju no-
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