Konstrukcije
tangente na kruznicu
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Prema predmetnom kurikulu matematike [2] poj-
movi vezani za kruznicu obraduju se u gotovo sva-
kom razredu. Medu ostalim, u drugom se razredu
gimnazija i strukovnih Skola uz obradu poucka o
obodnom i srediSnjem kutu prirodno veze kons-
trukcija tangente na kruznicu, [3]. U ovom ¢emo
¢lanku prosiriti znanje o tangentama opisujuéi ne-
koliko nacina konstruiranja tangenata na kruznicu.

U cijelom Clanku kruznica k na koju trazimo tan-
gente ima srediste u tocki O i polumjer duljine r, tj.
radi se o kruznici k(O, r), a totku kroz koju prolazi
tangenta nazivamo A.

Oc¢ito je da postoje tri po-
lozaja tocke A u odnosu na
kruznicu k: A se nalazi u nu-

trini kruga K(O, r) odrede- k

nog kruznicom k, A se nala-

zi na kruznici k te A se nala- tangenta
zi u vanjstini kruga K(O, r). ne postoji
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tangenta na kruznicu kroz tocku A jer svaki pravac
tockom A sijece kruznicu u dvjema tockama. U
drugom sluc¢aju postoji jedna tangenta tockom A i
to je okomica na polumjer OA. U tre¢em sludaju
postoje dvije tangente na kruznicu k kroz tocku A.

Pokazat ¢emo kako konstruirati tangente u trecem
slucaju.

Aek, tangenta
je jedinstvena

postoje dvije
tangente

Slika 1.
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Prva metoda

Opisimo prvo metodu koja je vecini nastavnika do-
bro poznata, a temelji se na Talesovu poucku o
obodnom kutu nad promjerom kruznice i njegovu
obratu. Postupit c¢emo kao i uvijek pri rieSavanju
konstruktivnog zadatka: prvo ¢emo analizirati za-
datak, a zatim opisati konstrukciju. Dokaz kons-
trukcije slijedit ¢e iz provedene analize, a rasprava
se zadatka svodi na jednu reCenicu: Zadatak ima
dva rjesenja.

Analiza:

Analizu zapocinjemo skicom problema u kojoj su
nacrtani i poznati i nepoznati objekti, a trazimo vezu
izmedu njih natemelju koje ¢emo provesti konstruk-
Ciju.

Slika 2.

Na skici su nacrtani kruznica k(O, r), tocka A izvan
nje te tangenta # na kruznicu kroz tocku A cije je di-
raliSte toCka D. Budu¢i da je tangenta okomita na
polumjer OD, uo&ava se pravokutan trokut OAD s
pravim kutom pri vrhu D. Prema obratu Talesova
poucka o obodnom kutu nad promjerom kruznice,
pravi je kut JODA ujedno obodni kut kruznice s
promjerom OA. Drugim rije¢ima, srediéte kruznice
opisane trokutu OAD je polovite hipotenuze OA.
Ovime je analiza gotova jer smo odredili gdje je sre-
diste druge kruznice na kojoj se nalazi diraliste, pa
¢emo presjekom te nove kruznice i zadane kruznice
dobiti diralista tangenti.

Konstrukcija:

1. kruznica k, tocka A
2. P je poloviste duzine OA
3. ki (P,|OP|)

4. kﬂkl = {D],DQ}
5. pravci AD; i AD, su trazene tangente.

Slika 3.

Druga metoda

Analiza:

Slika 4.

Kao i prije, na skici su nacrtani kruznica k(O, r),
toCka A i tangenta AD iz tocke A na kruznicu pri
¢emu je D diraliste tangente. Druga tangenta, radi
jednostavnosti skice, nije nacrtana. Trokut OAD je
pravokutan trokut i ako ga rotiramo oko to¢ke O do
nekog drugog polozaja, on i dalje ostaje pravoku-
tan trokut. Zato rotirajmo trokut OAD oko toCke O
tako da toCka D dode u polozaj B gdje je B bilo
koja tocka na kruznici k. Rotirani sukladni trokut
nazovimo OLB pri ¢emu je |OA| = |OL|, |OB| =
|OD| = r,|BL| = |AD|. Zbog rotacije to¢ka L
nalazi se na kruznici k1 (O, |OA|). Budud¢i da je
pravi kut trokuta OLB u vrhu B, slijedi da je pra-
vac BL tangenta na kruznicu k. 1z Cinjenice da je
|BL| = |AD] slijedi da totka D pripada kruznici
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k2(A,|AD|), a znamo da pripada i kruznici k, pa
je D u presjeku tih dviju kruznica. Time je analiza
gotova jer ¢e tangenta u proizvoljnoj tocki B € k
dati polumijer nove kruznice k; na kojoj lezi diraliste
D.

Konstrukcija:

. kruznica k, tocka A

. B je bilo koja tocka na k

. n je okomica na OB u to¢ki B

. k1(0,]0A))

nnN k1 = {Ll,Lz}

. k2 (A, |BLi|) Nk = {Dy, Dy}

. pravci AD, i AD; su traZzene tangente.

N o o hs N =

Slika 5.

Tre¢a metoda

Analiza:

Slika 6.

Skicu na kojoj su nacrtane tangente AD i AD; na
kruZnicu k dopunimo tangentom ¢ kroz tocku B ko-
ja je presjek duZine OA i kruznice k te s pravcima
OD, i OD;. Te spojnice OD; i OD; sijeku tangentu
tutotkama L; i L,. Na slici su se uz trokute OAD,
i OAD; pojavila jo$ dva pravokutna trokuta OBL i
OBL,. Dokazimo da su to Cetiri medusobno suk-
ladna trokuta. Trokuti OAD; i OBL; su sukladni
prema poucku K-S-K o sukladnosti trokuta jer ima-
ju zajedniCki kut s vihom O. Oba trokutaimaju pravi
kutikatete OB i OD su sukladne jer su to polumijeri
kruznice k. | ostale se sukladnosti sliéno dokazuju.
Iz sukladnosti slijedi da je |OL,| = |OL,| = |OA],
tj. tocke L1, Ly, A jednako su udaljene do tocke O,
tj. te tri tocke leze na kruznici k1 (O, |OA|). Ovime
je analiza gotova jer poznavajuci ¢injenicu da tocke
Ly i Ly leze na kruznici k; i da pripadaju tangenti ¢,
mozemo ih konstruirati, a onda su diraliSta D; i D,
tocke u kojima spojnice OL, i OL; sijeku kruznicu
k.

Konstrukcija:

. kruznica k, to¢ka A

. OAnk={B}

. okomica t na OA kroz B

- ki (0, |0A])

kine={L, L}

. OLiNk={Di}, OL, Nk ={D,}

. pravci AD, i AD; su traZzene tangente.

N o o~ 0N =

Slika 7.
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Cetvrta metoda

Analiza:

Slika 8.

Skicu na kojoj su kruznica k(O, r), toka A i tan-
genta AD dopunimo to¢kom S koja je osnosime-
tri¢éna toCki O s obzirom na pravac AD;. Zbog te
je osnosimetri¢nosti trokut OAS; jednakokracan s
osnovicom OS, a na tangenti AD, leZi visina AD{
iz viha A. Krakovi OA | AS| su sukladni, pa su
toke O 1 S| jednako udaljene od tocke A. Drugim
rije¢ima, tocka Sy lezi na kruznici k (A, |OA]). S
druge strane, toCka S, je od tocke O udaljena 2r
pa se nalazi na kruznici k2 (O, 2r). Time je analiza
gotova jer mozemo konstruirati toCku S| kao pre-
sjek kruznica k; i kp, a onda je diraliSte tangente
polovidte duzine OS;.

Konstrukcija:

Slika 9.

. kruznica k, tocka A

. ki (A, |OA))

. k(0,2r)

ki Nky={S1,5:}

. Dy je poloviste od OSy, D, je poloviste od OS;

D O A W N =

. pravci AD; i AD, su trazene tangente.

Peta metoda

Analiza:

Slika 10.

Skicu na kojoj su kruznica k(O, r), tocka A i tan-
genta AD; dopunimo koordinatnim sustavom ko-
jemu je ishodiste srediSte O kruznice &, a x-0s je
OA. Tocku u kojoj kruznica sijeCe y-0s nazovimo
B. Spojimo B i A te presjek kruznice k s pravcem
AB oznac¢imo s P. To¢ka Q je osnosimetri¢na tocki
P s obzirom na x-0s. Spojnica BQ sijeCe x-0s u
toCki R. Dokazat ¢emo da je R ortogonalna projek-
cija to¢ke Dy na x-os. Time ¢e analiza biti gotova
jer poznavajuci kruznicu k i toCku A, znamo kons-
truirati tocke B, P, Q i R na gore opisani nacin, a
onda se iz R povuce okomica na x-0s i ona sijeCe
kruznicu upravo u diralistima Dy i D,.

Dokaz ¢emo provesti koordinatnom, tj. analitickom
metodom. Jednadzba kruznice k je x> + y* = 12,
koordinate to¢aka B, A i Dy su B(0,r), A(xs,0) i
D (x0,y0). Tada je jednadzba tangente u tocki D
jednaka xpx-+yoy = 2. Budu¢idatoka A prip;ada

-
tangenti, vrijedi xoxa 4+ yo - 0 = 12 tj. x4 = —.
Xo
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Jednad?ba pravca AB je y = _M, + 7, anje- 5. Q je osnosimetri¢na tocki P s obzirom na x-0s
r

gov presjek s kruznicom k dobivamo kao rjeSenje 6. BONx-os = {R}
sustava 7. okomica na x-os kroz tocku R sije¢e kruznicu k
u tockama Dy i D,
y= —Ex +r 8. pravci AD; i AD; su trazene tangente.
-
2P =2

Uvrstimo li y iz prve jednadzbe u drugu, dobivamo
da je jedno rieSenje x = 0 (ono ¢e odgovarati tocki

) 2xor>
B), a drugo je xp = -3 Povratkom u prvu
- 4 X3
r3 — x%r

jednadzbu dobivamo yp = ——-.
] zbu \ yp P —l—x%

Toc¢ka Q ima koordinate Q(xp, —yp) pa spojnica

. . v r . . . . v
BQ imajednadzbuy = —x—0x+ r i njezino sjeciste Sika 11
s x-0si je R(x, 0).
Dakle, toCke D; i R imaju istu prvu koordinatu, a LITERATURA
to znaCi da se nalaze na okomici x = x, tj. R je
ortogonalna projekcija toCke D na x-0s, §to sSMo | 1/ A. Muminagi¢ (1983.): Razni natini konstruisanja tan-

gente povucene iz tacke izvan kruznice na kruznicu,

trebali dokazati. Time je analiza s dokazom gotova. Matematicki list, XVIIl 4-7.

Konstrukcija: 2/ Kurikulum za nastavni predmet Matematika za osnov-
ne $kole i gimnazije u RH, Narodne novine 7/2019.

1. kruznica k, tocka A 3/ S. Varosanec (2020.): Matematika 2, udzbenik za 2.

2. koordinatni sustav razred gimnazije i strukovnih Skola, 3 ili 4 sata nastave
tiedno, Element, Zagreb.

3. B je presjek kruznice i y-0si

4. ABNk = {P,B}
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