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Trokut, pravac i kruznica

Sanja Sruk, Zagreb

Trokut je geometrijski lik koji ve¢ tisuéama godina priviaci pozornost matemati¢ara. Jos u
starom Egiptu zapocelo je prou¢avanije toga najjednostavnijeg mnogokuta i do danas je
poznato mnogo njegovih zanimljivin svojstava koja su opisana u stotinama teorema. U ovom
¢lanku upoznat ¢emo jedan pravac povezan s trokutom (Simsonov pravac) te jednu kruznicu

(kruznica devet tocaka).

Simsonov pravac

Tijekom svog skolovanja ucenici se upoznaju s
Cetirima karakteristicnim to¢kama trokuta i s prav-
cem kojem pripadaju srediSte trokutu opisane
kruznice (0), teziste (T) i ortocentar (H) troku-
ta. Taj pravac naziva se Eulerov pravac i jednoz-
nac¢no je odreden za svaki trokut osim za jedna-
kostrani¢ni (jer kod jednakostranitnog trokuta sve
Cetiri karakteristicne tocke trokuta su ista toCka).
Cetvrta karakteristi¢na togka trokuta, sredidte upi-
sane kruznice (U), nikad ne pripada tom pravcu,
osim kada je trokut jednakokracan (slika 1). O to-
me govori sliedeci teorem:

Dan je trokut ABC koji nije jednakostranican. Sre-
diste trokutu ABC upisane kruznice pripada Eulero-
vu pravcu ako i samo ako je trokut jednakokracan.
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Slika 1. Eulerov pravac

Cak dvarazli¢ita dokaza ovog teorema mozete pro-
naci u [5].

Za razliku od toga poznatog pravca Simsonov se
pravac nigdje ne spominje tijekom srednjoskolskog
obrazovanja, a svojom zanimljivo$¢u zasluzuje da
mu se posveti malo paznje.
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Simsonov teorem (Wallaceov teorem): Ako iz ne-
ke tocke P koja pripada opisanoj kruznici trokuta
spustimo okomice na pravce na kojima leZe stra-
nice trokuta, noZista tih okomica leZe na jednom
pravcu.

Slika 2. Simsonov pravac

Dokaz: Oznacimo li nozista okomica iz tocke P
na pravce na kojima leze stranice trokuta s L, M i
N kao na slici 2, kolinearnost ¢emo dokazati tako
da dokazemo da su kutovi JNMP i SPML suple-
mentarni, tj. da vrijedi:

INMP + IPML = 180°.
Cetverokut ABPC je tetivni pa je

JPBA + JACP = 4PBN + 4ACP = 180°.
(D
Ako nad PBi PC kao promjerima opiemo kruznice,
vidimo da su i Cetverokuti PMNB i PLCM tetivni
(Talesov poucak o obodnom kutu nad promjerom
kruznice), pa vrijedi:

JPBN + JNMP = 180°,
a zbog (1) zaklju¢ujemo:
JNMP = JACP. (2)

Nadalje, kako je Cetverokut PLCM tetivni, kutovi
JPML i gPCL su sukladni (jer su obodni kutovi
nad tetivom PL) pa iz

JPML = JPCL = 180° — JACP
iz (2) slijedi

JNMP+JPML = JACP+(180°—JACP) = 180°,

dakle tocke L, M i N su kolinearne.

Opisani pravac naziva se Simsonov pravac toCke
P s obzirom na trokut ABC. Ime je neopravdano
dobio prema skotskom matemati¢aru Robertu Sim-
sonu (1687.—1768.) jer u njegovim radovima nikad
nije pronadeno nista vezano za taj pravac. Dokaz
teorema objavio je 1799. godine William Wallace
(1768. — 1843.), a prema nekim podatcima to je
svojstvo bilo poznato i ranije.

Vrijedi i obrat Simsonova (Wallaceova) teorema:
Ako okomice iz neke tocke P na pravce na koji-
ma leZe stranice trokuta pripadaju jednom pravcu,
onda tocka P leZi na kruznici koja je opisana tom
trokutu.

Kruznica devet toCaka

Kad se govori o trokutu, obi¢no se spominju opi-
sana i upisana kruznica, eventualno i pripisane
kruznice (kruznice koje dodiruju jednu stranicu tro-
kuta i produzetke preostalih dviju stranica). Manje
je poznata kruznica devet toCaka (k¢), koja se jo$
naziva Feuerbachova kruznica ili Eulerova kruznica,
a ponekad i Terqguemova kruznica (slika 3). Ona
prolazi kroz:

e nozista visina trokuta
e polovista stranica trokuta

e polovista duzina koje spajaju vrh trokuta i orto-
centar.

Slika 3. Kruznica devet to¢aka
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Svicarski matemati¢ar Leonhard Euler (1707. —
1789.) je 1765. godine uocio da polovista stra-
nica trokuta i nozista visina leze na istoj kruznici,
tj. da su konciklicke toCke, a neovisno o njemu
do istog je rezultata dosao i Karl Wilhelm von Fe-
uerberg (1800. — 1834.), kao i Charles Brianchon i
Jean-Victor Poncelet koji su dokazali konciklicnost
tih Sest toCaka. Da istoj kruznici pripadaju i polo-
vista duzina koje spajaju vrh i ortocentar dokazao
je Olry Terquem (1782. — 1862.). On je takoder prvi
upotrijebio naziv “kruznica devet tocaka”. Srediste
joj se tradicionalno oznacava s Og.

Zanimljivosti

Uz kruznicu devet toCaka, kao i druge kruznice po-
vezane s trokutom (opisana, upisana, pripisane)
te Eulerov i Simsonov pravac vezu se mnogobroj-
ne zanimljive Cinjenice dokazane u raznim teoremi-
ma. Nemoguce je navesti sve, ¢ak su i dokazi ovih
dvanaest zanimljivosti/teorema koje sam odabrala
preopsirni za ovaj Clanak pa su samo popraceni
slikom.

1. Kruznica devet toCaka dodiruje kruznicu upisa-
nu trokutu i sve tri pripisane kruznice (Feuerbachov
teorem). Pripisane kruznice dodiruje izvana, a upi-
sana ju dodiruje iznutra. Diraliste upisane kruznice
i kg naziva se Feuerbachova tocka Fy.

Slika 4. Tocke Uy i U, sredista su pripisanih kruznica,
U e srediste upisane kruznice trokuta ABC, to¢ke D,
E i F su noziéta visina, a tocke A’, B’ i C’ su polovista
stranica trokuta ABC.

2. Eulerovi pravci trokuta ABH, BCH i CAH sijeku
se u jednoj tocki. Ako trokut ABC nije pravokutan,
onda trokuti ABC, ABH, BCH i CAH imaju za-
jednicku kruznicu devet to€aka, a kruznice opisane
navedenim trokutima imaju jednake polumijere.

Slika 5. To¢ke D, E i F su nozista u trokutu ABC' i H mu
je ortocentar. Tocke N, M i P su polovista duzina AH,
BHiCH. AMNBN = {T,}, T jetezi$tetrokutaABH.
AE i HF su visine trokuta ABH paje AENHF = {C}
ortocentar za trokut ABH. eapn = CT) je Eulerov pra-
vac trokuta ABH. Analogno, epcy i eacy su Eulerovi
pravci trokuta BCH i ACH. Sijeku se u Og.

3. Udaljenost srediSta opisane i upisane kruznice
nekog trokuta jednaka je R> — 2Rr, gdje suR i r
polumieri tih kruznica.

4. /broj udaljenosti od vrhova trokuta i orto-
centra do bilo kojeg pravca u ravnini jednak je
Cetverostrukoj udaljenosti sredista kruznice devet
toCaka od tog pravca.

q B, Hy 4, O
Slika 6. |AA1| + |BBl| + |CC1| + |HH1‘ = 4‘0901|
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5. SrediSte Og kruznice devet tocaka lezi na Eulero-
vu praveu i raspolavija OH, pri ¢emu je O srediste
trokutu opisane kruznice, a H ortocentar (slika 7).

A

Slika 7.

6. Udaljenost sredista kruznice devet to¢aka od
ortocentra je tri puta ve¢a od udaljenosti njenog
sredista od teZista, tj. |OgH| = 3|0y T, a takoder
vrijedi i |OT| = 2|T Oy (slika 7).

7. Opisana kruznica i kruznica devet tocaka su ho-
moteti€ne, pri éemu je centar homotetije H, a ko-
eficijent 2. Zbog toga kruznica devet to¢aka raspo-
lavlja svaku duZinu koja spaja H s nekom tockom
opisane kruznice.

Slika 8.

8. Ako su T i T’ dvije totke na kruznici opisanoj
trokutu, a s i s’ njima pripadaju¢i Simsonovi prav-
ci, onda je < (s,s”) jednak polovini sredi$njeg kuta

—

nad lukom TT".

1
Sika 9. |95/ Es|==|9TOT|

9. Ako su A, B, C i D Cetiri totke medu kojima
ne postoje tri kolinearne, onda se kruznice devet
to¢aka trokuta ABC, ABD, ACD i BCD sijeku u
jednoj toCki (Ponceletova tocka Cetvorke A, B, C,
D).

Slika 10. Kruznice kapc, kpcp, kapc i kagp su
kruznice devet tocaka trokuta ABC, BCD, ADC i ABD.

10. Neka je P toCka opisane kruznice trokuta ABC,

aL, M, N nozista okomica iz P na BC, AC, AB re-
dom. Toc¢ke L, M, N odreduju Simsonov pravac s.
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Ako s d oznac¢imo udaljenost tocke P od Simsono-
va pravca, a s R polumijer kruznice opisane trokutu,
tada vrijedi:

|PA| - |PL| = |PB| - |PM| = |PC| - |PN| = 2Rd.

Slika 11.

11. Ako sutocke T i T' dvije dijametralno suprotne
tocke na opisanoj kruznici trokuta, onda su njiho-
vi Simsonovi pravci okomiti i sijeku se u toCki koja
pripada kruznici devet to¢aka (slika 12).

Slika 12.

12. Ako toCke P, Q i R odreduju tri jednaka luka na
kruznici koja prolazi tim trima toCkama, tada Sim-
sonovi pravci p, g i r tih to€aka (s obzirom na bilo
koji trokut upisan u tu kruZnicu) odreduju jednako-
strani¢ni trokut (slika 13).

Slika 13.

Zadivljujuce je koliko pravilnosti u sebi krije jedan
nepravilan lik kao $to je raznostrani¢ni trokut. Zato
i nakon nekoliko tisu¢a godina proucavanja mate-
maticari stalno otkrivaju nova svojstva i zanimljivosti
o tom jednostavnom liku.
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