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Tko je prvi...uveo broj e?

Franka Miriam Brueckler, Zagreb

Znamenita Eulerova formula, koju mnogi smatraju
najliepSom matematickom formulom svih vremena,
povezuje pet najpoznatijin matematickih konstanti
0,1,i,m e:

e 4+1=0.
Broj 1 je, kako bi rekli pitagorejci, pocelo svih bro-
jeva (pri ¢emu su oni, kao i ve¢ina antickih grckih
matemati¢ara, pod brojevima podrazumijevali is-
kljucivo prirodne brojeve). Buduc¢i da su pitagorejci
prvi pocCeli gledati brojeve kao apstrakne, samos-
talne objekte, a ne samo kao pridjeve, mozemo
re¢i da se konstanta 1 prvi put pojavijuje kod pi-
tagorejaca, u 6. st. pr. Kr. O prvim pojavama triju
drugih konstanti iz Eulerove formule ve¢ smo govo-
rili u ovom nasem serijalu: o broju 7 u broju 84, o
imaginarnoj jedinici u broju 96 i o nuli u broju 107.
E, sad je vrijeme reci nesto o e!

Konstanta e Cesto se na-
ziva Eulerovim brojem, pa
zasigurno mnogi misle ka-
ko ju je prvi uveo zna-
meniti Svicarski matema-
ti¢ar Leonhard Euler
(1707. — 1783., slka 1).
No, povijest broja e je
ipak jedno stotinu godi-
na starija. Implicitno, ova
se vazna konstanta pr-
vi put pojavljuje kod Skotskog
plemi¢aihobi-matemati¢ara Johna Napiera (1550.
—-1617., slika 2), u njegovoj konstrukciji logaritama
1614. O njoj ¢emo vise reci u sljiedecem, posljed-
njem nastavku ovoga serijala. Zasad samo ovoliko:
Napierovi logaritmi jo$ nisu bili logaritmi u moder-

Slika 1. Leonhard Euler,
preuzeto s Wikipedije
(public domain).

nom smislu rije¢i, Sto uklju-
Cuje da ideja baze loga-
ritma kod njega jo$ ni-
je postojala. No, moze
se pokazati da je Na-
pierov logaritam broja x
ono $to bismo danas7za—

1
pisalikao 107 In | — ),
X

dakle je u Napierovoj kons-
trukciji prve tablice loga-
ritama “skriven” broj e.
No, Napier zasigurno jo$ nije razmisljao o tom bro-
ju i njegovoj prirodi. U sljiede¢im desetlje¢ima broj
e se pojavio vise puta isto tako “kriomice”, bez eks-
plicitnog spomena.

Slika 2. John Napier,
preuzeto s Wikipedije
(public domain).

Svakako, jedna od glavnih prepreka uoCavanju te
vazne matematicke konstante je bila ta Sto se o lo-
garitmima u to doba jos$ nije razmisljalo kao danas,
kao inverznim funkcijama eksponencijalnih funkci-
ja, dakle kao o funkcijama definiranim putem baze.
U pocCetku su logaritmi bili samo pomagalo za po-
jednostavljivanje raznih izracuna koji su ukljucivali
mnozenje i dijeljenje. No, nakon sredine 17. sto-
lieCa ipak se postepeno sve vise produbljivalo ra-
zumijevanje logaritama. Tako je njemacki matema-
ticar Nicolaus Mercator (1620. — 1687.), godine
1668. U svojoj Logarithmotechnia opisao izratun

povrsine ispod istostrane hiperbole y = ,u

1
1+x
granicama od 0 do ¢, dakle ono $to bismo danas
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1" Mercator ovaj red potencija opisuje samo rijetima. Takoder, nije istaknuo da je to toéno samo za 0 < ¢ < 1. Naime, u to doba pojam
konvergencije reda jo$ nije bio jasno definiran, a mnogi matematicari uopée nisu obracali paznju na podrucje konvergencije reda potencija

iako su s njima baratali.
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Pritom navodi da bi se to moglo zvati “prirodnim”
logaritmom od 1 + ¢ te mozemo reci da se tu po
prvi put pojavljuje logaritam s bazom e, ali jos uvijek
bez spominjanja broja e.

Zacudujuce, prva eksplicitna pojava broja e nije
uopce bila vezana za logaritme. Naime, Svicarski
matematic¢ar Jacob Bernoulli (1655. — 1705., sli-
ka 3) se 1683. bavio problemom uzastopnog uka-
macivanja.  Prisjetimo se: Ako se kamate od
p % pripisu glavnici G nakon temeljnog vremen-
skog intervala, recimo 1 godine, imat ¢emo iznos
(1 4+ p/100)G. Zamislimo sad da se kamate od
p % umijesto odjednom na kraju godine pripisuju
dvaput, pola (p/2 %) nakon pola godine i onda os-
tatak na kraju godine. U tom slu¢aju nakon pola
godine imamo (1 + p/200)G, a na kraju godine
(14 p/200)*G. Nastavimo li razmiljati — a tako je
razmi$ljao Jacob Bernoulli — §to bi se dogodilo ako
kamate umjesto odjednom na kraju godine pripi-
sujemo n puta kroz godinu, ali u iznosima p/n %.

Vidimo da u tom slu¢aju na kraju godine imamo
n v

iznos (1 + L) G. Sto je veli n, to ¢e i taj

. . 100n/, . -

iznos biti veci (ali ¢e povectanje n sve sporije, 1j.

sve manje, doprinositi porastu tog kona¢nog izno-

sa). Uzmemo i jednostavnosti radi da je G = 1

i p = 100, vidimo da razmatramo ponasanje niza
n

1 4+ — | . Navedena razmisljanja navela su Ja-
n

coba Bernullija da postavi hipotezu kako taj nizima
grani¢nu vrijednost kad n postaje neograni¢eno ve-
lik. Koriste¢i se binomnim teoremom pokazao je da
ta grani¢na vrijednost postoji i da ima iznos izmedu
213, a uspio ju je (uvrStavanjem n-ova) izracunati
na 6 decimala. Stoga, ako jednakost

1 n
e = lim (1+)
n—o00 n

uzmemo kao definiciju broja e, $to je jedna od
uobi¢ajenijih moguénosti, mozemo reéi da je broj
e prvi uveo, ili otkrio, Jacob Bernoulli 1683. godi-
ne. No, iako postoje naznake da je on uocio i
inverznost logaritamske i eksponencijalne funkcije,
Jacob Bernoulli svakako jos nije uocio vezu izmedu
e i logaritama. S druge strane, veza izmedu eks-
ponencijalne i logaritamske funkcije uoCena je u

isto doba (James Gregory, 1684.), a 1690. broj e
se (oznaen s b) prvi put eksplicitno pojavijuje u
jednom pismu Gottfried Wilhelm Leibniza (1646.
- 1716.) Christiaanu Huygensu (1629. — 1695.),
koji je takoder jedan od znanstvenika koji su ranije
uocili vezu izmedu istostrane hiperbole i logaritma.

Slika 3. Jacob Bernoulli,
preuzeto s Wikipedije (public domain).

Zasto onda e ne zovemo Bernoullijevim ili eventu-
alno Leibnizovim brojem? Razlog je vrlo jednos-
tavan: Leonhard Euler je ne samo uveo njegovu
modernu oznaku (ne kao svoj inicijal, nego vjero-
jatno vezano za prvo slovo rijeci “eksponencijalan”
ili pak zato jer je prvi samoglasnik a ve¢ koristio
u druge svrhe), nego je 1748. u svojoj znamenitoj
Introductio in Analysin infinitorum prvi dao potpunu
analizu Cinjenica vezanih za e (a ujedno je i prvi
matematicar koji sustavno logaritme gleda kao in-
verze eksponencijalnih funkcija, dakle na moderni
nacin). Euler je dokazao da je e sumareda s opéim

dobio je aproksimaciju od e to¢nu na 18 decima-
la (dakle 2.718281828459045235), izveo je opcu
Eulerovu formulu cos x + i sinx = ™, izveo verizni
razlomak za e, dokazao da je e iracionalan broj...
Danas naravno znamo da je e i “gore” od samo
iracionalnog, naime da je transcendentan broj: hi-
potezu da je e transcendentan postavio je 1761.
Johann Heinrich Lambert, a da je ta hipoteza to¢na,
dokazao je Charles Hermite 1873.
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1 Xn
Zasto je lim (1 + —) =eakox, — 00

n—oo X

. v . . . . . 7 v n P
U 4. razredu srednje Skole otkriva se i dokazuje da je niz s opCim Clanom a,, = (1 + %) konvergentan i njegov se
limes naziva e. A potom se bez mnogo objasnjenja racuna limes niza u kojem umijesto n stoji neki drugi izraz koji
tezi k co. Primjerice, standardni zadatci vezani za ovu vrstu limesa su zadatci u kojima se trazi odredivanje limesa

n S5n—1
kao §to su: lim,_, 0 (l + nEZ) 1m0 (%}’1’3) im, oo (1+ ;£2-)™ (neprekidno ukamadivanie) itd.

Evo i postupka rieSavanja prvog od navedenih limesa.

ya o L
" R =

lim (1 + L) = lim <1 + L) = lim (1 + i) = et

n—00 n—2 n—00 n—2 n—00 n—2

Xn
Ocito je da se ovdje koristilo da je lim,,—, (1 + i) = e pri ¢emu je (x,) niz realnih brojeva koji teZi prema co.

Xn

Pa dokazimo da je to stvarno i istinita tvrdnja.

Neka je (m,) niz prirodnih brojeva koji teZi u co. Iz osnovnog limesa lim,,—, o (1 + %)n = e slijedi da za svaki

£ > 0 postoji broj Ne € N takav da vrijedi ’(1 + D" e) < ezasven > N,. Ali tada i za sve m,, koji su veéi od

my

my
N, vrijedi ista nejednakost, tj. ‘(1 + l) —e

my
< €. Drugim rije¢ima, lim,,_, o0 (1 + ml) —e.

Buduéi da niz (x,) teZi k oo, nakon nekog mjesta u nizu (oznacimo to mjesto s ng) svi ¢lanovi su pozitivni i svaki
takav ¢lan x, zadanog niza uklijestimo izmedu prirodnog broja i njegovog sljedbenika, tj. za svakin € N, n > ny,
postojim, € N takavdajem, <x, <m, + 1. Tadaje

1 1 1 1 o 1\™ I\™
< —< —f (1+ <({l1+—=—) <(1+—) ,
m, + 1 Xy my, m, + 1 Xy my,

a kad jo$ iskoristimo da je m, < x,, < m, + 1, dobijemo

my+1
[ —— my, X my+1 m,
my+1 1 1 1 1 1
~ =1+ <|l+—) <(1+— =(1+—) -(1+—).
L+ my + 1 Xn my, my, my,

Kad pustimo da n tezi u oo, prema teoremu o sendvicu (prvi i peti niz teze k e) dobivamo da i srednji niz tezi k e,
$to smo i trebali dokazati.
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