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������ �
 ������ ��	��
� a�b �
 ���� 	 �
 a �
���


b &	��	��	 �
 �� b ������
 � a'�� 	��
 ��a | b�
 �	
� 	� �	����������	�k �
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 �
 
������b = a · k %�	
a | b��
 �
 �
 ���� 	 �
 �� a ����
���� 	� b �� �
 �� b
�
����	���
� 	� a 

+�,
������ �
 ������ ��	��
� a �b �� � ���	�
 ���	�n
�
 ���� 	 �
 �� ��	�a ��
����
��
 ��	�� b ������

n 
 �	 n �������
 ����� a − b �� �
 �
 � ��� �� 	 a ≡ b
(mod n) A 
 �	B���a �� �	��������	 b � 	���	 n

 �	 �� 
 � 	 
 �	 a �b �
 �� ����	��
 �
 � � ������������ �
n 

@� ��!������ � 
 �
 
���� 	 �
 �
 � ��� ����

15 ≡ 7 (mod 8), 15 ≡ 31 (mod 8)
15 ≡ −17 (mod 8), 18 ≡ 0 (mod 6)
60 ≡ 18 (mod 6), 6 ≡ 600 (mod 6).
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 ���	��a1, a2, ..., an
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a1 ≡ 1 (mod n)
a2 ≡ 2 (mod n)
   

an−1 ≡ n − 1 (mod n)
an ≡ 0 (mod n).
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• %�	 �� a1 ≡ b1 (mod n) �a2 ≡ b2 (mod n)�
�
 �
 a1 + a2 ≡ b1 + b2 (mod n) 

• %�	 �� a1 ≡ b1 (mod n) �a2 ≡ b2 (mod n)�
�
 �
 a1 · a2 ≡ b1 · b2 (mod n)� � 	����	
a1 · c ≡ b1 · c (mod n) 

• %�	 �� a ≡ b (mod n) �m � ���	�
 ���	���
 �


am ≡ bm (mod n) 

• %�	 �� a · c ≡ b · c (mod n) �
 �	 �� c �n
���
 ��
�	 � �	� ����	��
���
 �
 a ≡ b (mod n) 

• %�	 �� a ≡ b (mod n) �f � 	���	� � ����	��	��

��� �	�!�������� 
 ��
 �
 f (a) ≡ f (b) (mod n) 
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%�	 
������a ≡ b (mod n) �b ≡ c (mod n)�
� 	���� 	 �� 	�����������
�

 ����
 ����
 ����
 � �� a ≡
b ≡ c (mod n) 
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� ������������ � 10 �� ��
 ���� 	 ��	�
 � � 	� �
 ���� 
 � ��
���������� � 	������
 ��	�
 7 � 10 
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 ����
 � 	 	� �
 ��� � ������������ � 	������
 ��	�
 7 �

10�

7 ≡ 7 (mod 10)
72 ≡ 9 (mod 10)

73 ≡ 7 · 72 ≡ 7 · 9 ≡ 3 (mod 10)
74 ≡ 7 · 73 ≡ 7 · 3 ≡ 1 (mod 10)

75 ≡ 7 · 74 ≡ 7 · 1 ≡ 7 (mod 10).
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 ��� ���	� � 	����� �
 �	 �
 �
 k ∈ N0�

74k ≡ 1 (mod 10)
74k+1 ≡ 7 (mod 10)
74k+2 ≡ 9 (mod 10)
74k+3 ≡ 3 (mod 10)
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�
 115 � 4 8������11 ≡ −1 (mod 4) � 


115 ≡ (−1)5 ≡ −1 ≡ 3 (mod 4) ��	�
 ���	
�
 ���������� 	 7115 ≡ 3 (mod 10) 
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	 � 	���� 	 � ��� ��������
 ��	� � �������

������ � 3 � 	��� �
 ��	��
 ��� 0�1���2 &	��	��	 �
 ��
� ��� {0, 1, 2} � 	�� ����� �
 
 	� �
 �
 �
 � 	���	 3' 

/
 �
 �
 �
 �
 � � 	���� 	 � 	��������� 3 �����
 �
 �	
���	
	 �	� � �	��	��
 �
 � � ���	�
 ���	�n �
 �� � ������������
� 3 

�� ������� n ≡ 0 (mod 3) �
 ���������� 	

n2 ≡ 02 ≡ 0 (mod 3).

!� ������� n ≡ 1 (mod 3) �
 ���������� 	

n2 ≡ 12 ≡ 1 (mod 3).

"� ������� n ≡ 2 (mod 3) �
 ���������� 	

n2 ≡ 22 ≡ 1 (mod 3).
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2x + 3 ≡ 4 (mod 7)F
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� �� ���� �� ����� � 
�� � 
���� ��

���������� 2x + 3 ≡ 4 (mod 7) ? 
 �	��� �	 	�
	��� � ��
 �� �	���������� 	���� �� 	 3��	��

 � 	
2x ≡ 1 (mod 7) :�������
 �
 ����
 � ������ 	 � 	�
��������� 2��
 � �� 
 ����� 	 �
 �
 �	 �
 � � �
 ����	�
� ��
 ���
 �
 ��� 
 �
 ���	�� 	��	��	 2x ≡ 1 ≡ 8
(mod 7) / 	����	� �
 �	 �
 � � 2 �7 ���
 ��
�	

� �	� ����	���������� � � ���� 	 � 	��������� 2 �� ����

�������x ≡ 4 (mod 7) 

-������ 0� ;	��� 
 �	
�(m, n) � ���	���� ��	��

 �
 �
�	
	��
 

 �� ����
 ����� 2m − 3n = 1F

���������� 8������2m = 3n + 1 ; 
 �	 �� 2 ≡ −1
(mod 3) �� 1 ≡ 3n + 1 = 2m ≡ (−1)m (mod 3)�
m � 	�
 ����� 
 �
 � A 
 �
 m � 	���� 	 �
 � �� 
 ���
 	

m = 2 · m1��
 ����m1 ∈ N�
 �
 �� ����
 ����� �
	����� (2m1 − 1)(2m1 + 1) = 3n /
 �
 ��������


�� �2m1 − 1 �2m1 + 1 � 	������� ��	�
 3 2m1 − 1
�2m1 + 1 � � �
 ������� �	���	 �
 2� � �	�
 �� �����

� 	�����	��2m1 − 1 = 1 �2m1 + 1 = 3�	��	��	
�
 �� m1 = 1 �
 ���������� 	 �
 �� �����	 ����� ����
(m, n) = (2, 1) 

-������ �� ��	�
 B��� �
� � �	� �� ��	��
� p �q �
 �
�
�
 p2 − 2q2 = 1 

���������� ��
	 � 	�
 � 	 �	������
 �� �
 � 
� � �	� ��

p, q > 3�p ≡ 1���−1 (mod 6) 2 
 �������� 	 � 
 �

�

 �����
 �
  

�� ������� �
 p > 3 �q > 3 ��������
 �� p2 ≡ 1
(mod 6) @� �	 �
 �	 �� q2 ≡ 1 (mod 6) � 
 ��
p2 − 2q2 ≡ 1 − 2 = −1 ≡ 5 (mod 6) .���
�
 � ��
 �
 ����
 ����� �� �	��������
 1 (mod 6)�
� �	�
 ����
 ����
 ��� 
 ����� ���
 �
 p, q > 3 

!� ������� C ��
 �	� ��	��

 p, q �� 2 ���3 %�	 ��
p = 2��	��

 � 	 �
 �� 2q2 = 4 − 1 = 3 �� �	 ���
� 
 ����� ���
 � ������� ��	��
�� 
  /�����	 �
 p = 3
�	��

 � 	 �
 �� p2 = 1 + 18 = 19� �� �	 ���	 ���
� 
 ����� ���
 � ������� ��	��
�� 
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 ���� �

 ��
 ��� ����
 ����� �	��

 �

� 	 ���	 ����� �����(p, q) = (3, 2) 

.
 ���������	 ����� ���� �� (p, q) = (2, 3) 

-������ �� .	�
 ����� �
 n2 + 3n + 5 ���� ������
	 � 

121 

���������� ����� 	� �
 
�� 	 ��� �	��	�	��	��	 �
 ��

n2+3n+5 ������
	 � 
 121 A 
 �
 �� � 	����	 �
 ���	�
������
�� 11 :�������
 �� (n−4)2 ≡ n2−8n+16 ≡
n2 + 3n + 5 ≡ 0 (mod 11)���������
 �� (n − 4)2

������
	 � 11 �	����	�n − 4 �� ������
	 � 11�	��
�	��	 n = 11k + 4��
 ������������	�k /�������

�� n2 + 3n + 5 ≡ (11k + 4)2 + 3(11k + 4) + 5 ≡
121k2 +121k+33 ≡ 33 (mod 121)��� �	 �� � �	��
��
 �������� � ���� 	� �
 
�	� �
 �� n2 +3n+5 ������
	
� 
 121 A �� � � � 	 �	�
 �
 ���
����� �
 �
 ��
  

-������ 1� ?��
 �� a � ���	�
 ���	�
����	� ( .	�
�
 ����� �
 �� ��	�

n(2n + 1)(3n + 1) · · · (an + 1)

������
 � 
 � 
�� � �	� ��� ��	��
�� 
 � 
 ���� 	� a��

� 

 ��� ���	�
 ���	�n 

�#����
���� ���������� !$$%�& '� 	���& � ��	
�����

���������� ?��
 �� p � �	� ���	� � 
 ���	� a %�	 ��
n ������
 � p�	����	 �� � �	� 
 ��
 ���� �	��
 � ������
 �
n ����� 	� �
 
�� 	 �
 n ���� ������
 � p A 
 �
 ��	��
�
2n + 1�3n + 1, . . . , (p + 1)(n + 1) �
 �� ���	�
	� �
 ��� r1�r2�rp � ������������ � p ; 
 �
 ��
�������	
ri = rj �
 ����i, j ∈ {1, 2, ..., p}, i �= j�	��
 ��
�
 ����


((i + 1)n + 1) − ((j + 1)n + 1) = (i − j)n

���
 ������

 � p -�B���� ��
 �	 � 	 � ���� 	� �
 
��p
��������n���	�i−j � 	�
 ����������
 � p��� �	 ����� 	�
����� ��� �� 1≤|i − j| < p �
 ���������� 	 �
 � � � 
�
	��
 ����
 �������� ; 
 �	 �� 
 � 	 p �
 ��������� 	��
 �
 �
 �
� ��� {r1, r2, ..., rp} �� � 	�� ����� �
 
 	� �
 �
 �
 � 	�
���	 p�� 
 �� ���
 �	� 	� �
 �
 �
 ����
 � ���� /�	�

�� �� �	� 
 ��
 ���� �	��
 � ������
 � p 

-������ 2� C � ��� 	����� � 	��	�������	��
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11�22, . . . , 20082008 ���
 ��
 ������ �
 �	 �
 ��	�

�	��
��� � 
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 ���� ��
 � ��
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 ���� �

 ��
 ����

�	� � ���	��	� ��	�
 F &? 
 � ��� ���� ��	� �	��
��

� � 
 �
 ���� 331122 �� 2714 '

���������� �
 ���	 �	���
 �
 
 �
 � � 	��� � 	���� 	 � �	�

�
 ��������
 ��
�� ������ ��	��
� x1� x2, . . . , x2008

�
 �
� �
 �� �	��
�����	� ����
 � 11 · 10x1 + 22 ·
10x2 + ... + 20082008 · 10x2008 ? 
 � ��� �����
 �
 ��

� 	��� 331122 = 2714�
������2714 = 33 · 102 +
11 · 101 + 22 · 100 

��� ������� ���	
�� 
������ �� ��
�

�



; 
 �	 ��10 ≡ 1 (mod 3) 
������11·10x1+22·10x2+
. . .+20082008 ·10x2008 ≡ 11 +22 + . . .+20082008

(mod 3) 

E 
 �	 �� � �	
�����
 
������ ��������� �
������

%�	 �� a ≡ 0 (mod 3) 	��
 aa ≡ 0 (mod 3) 
%�	 �� a ≡ 1 (mod 3) 	��
 aa ≡ 1 (mod 3) 
%�	 �� a ≡ 2 (mod 3) �a � 
 �
 �	��
 aa ≡ 1
(mod 3) 
%�	 �� a ≡ 2 (mod 3)�a��� 
 �
 �	��
 aa ≡ 2
(mod 3) 

;	���������� �	�� �
 
������ �
����
 � 
 �
���� 	 �


���
 � 11 + 22 + 33 + 44 + 55 + 66 + 77 ≡ 0
(mod 3) %�
 �	��	 88 + . . .+1414 ≡ 0 (mod 3)
� 
 
������11 + 22 + . . . + 20082008 ≡ 20032003 +
20042004 + 20052005 + 20062006 + 20072007 ≡ 2
(mod 3) -�B���� � � 	 � ��� ���� ) � �

 ��
 � �����

�	� ��	�
 �� � 	��� �
 ��	��
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 � 2 � ������������ � 3 
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� 11, 22, ..., 20082008 ���
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 ��
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�
 �
 � � 	���	 ����n��� �	�������	���� ��	�
 � �
 ����	�
����
 �����&�� � ��
 � 	 ���
 �� a 	����
 3k+1�	��

� �
 �
 �����
 � �� ��� �	 a �
�� ����3k+1' ? � �
 �	�
 �

�� 	 �
 �� �	����	 � ����������	���������� �	��������

�� �
	�� �
�� 
 �	���������
 �
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���� � � 	����	 	� ���������
 � 	 ����� ������������
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�� 1 ������� � 	��������� 2019 ��
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22019 · 52018 · 92017 
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 B��� �
� � �	� �� ��	��
� p �
 �
� �
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2p + 1 �4p + 1 � �	� ����	��
� 

��������� *��
�
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2p + 1 
 4p + 1 � ������ �� ������� ���
 p
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