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Matko Simié, Zagreb

Uvod

Jos u osnovnoj $koli u€enike se upoznaje s pojmo-
vima djeljivosti, viSekratnika te dijeljenja s ostatkom.
Kasnije, uvodenjem skupa racionalnih brojeva, po-
malo se zanemaruje baratanje s ostatcima pri dije-
lienju, a time i moc¢an alat teorije brojeva — kongru-
encije. Kongruencije osim u teorijskoj matematici
imaju i Siroku primjenu u kriptografiji i racunalnom
otkrivanju gresaka, ali i u svakodnevnom zivotu. Je-
dan takav primjer je mjerenje vremena. Dijeljenje
dana na 24 sata nakon ¢ega brojenje kre¢e iznova
je zapravo aritmetika u modulu 24. Cak je i zapadni
glazbeni sustav utemeljen na modularnoj aritmetici
s obzirom na to da raspoznajemo 12 tonova, po
visini poredani od C do H, nakon ¢ega ponovno
kre¢emo s tonom C.

Definicije i svojstva

Definicija. Zacijele brojeve a i b kazemo da a dijeli
b (odnosno da je b djeljiv s a), u oznaci a | b, ako
postoji cijeli broj k takav da vrijedi b = a - k. Ako
a | b, tada kazemo da je a djelitelj od b te da je b
visekratnik od a.

Definicija. Za cijele brojeve a i b te prirodan broj n
kazemo da je broj a kongruentan broju b modulo
n ako n dijeli razliku a — b te tada piSemo a = b
(mod n). Takoder, a je kongruentno » modulo n
ako i samo ako a i b daju isti ostatak pri dijeljenju s
n.

Iz definicije sada vidimo da na primjer:

15=7 (mod 8),15 =31 (mod 8)
15=—17 (mod 8),18 =0 (mod 6)
60 = 18 (mod 6),6 = 600 (mod 6).

Relacija biti kongruentan modulo n je relacija ekvi-
valencije, §to nam omogucuie slijedno rjeSavanje
zadataka.

Definicija. Neka je n prirodan broj i ay, as, ..., a,
cijeli brojevi takvi da vrijedi:
a; =1 (mod n)

a; =2 (mod n)

a,—1 =n—1 (mod n)
a, =0 (mod n).

Tada skup {ai, ay, ..., a, } zovemo potpun sustav
ostataka modulo n.

Za svaki prirodan broj n i cijele brojeve a, ay, a;, b,
b1, by, c direktno iz definicije se pokazu i sliedeca
svojstva:
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Ako je a; = by (mod n) iay = by (mod n),
tadaa; + a; = by + by (mod n).

Ako je a; = by (mod n) i a; = by (mod n),
tada a1 - aa = by - by (mod n), posebno
ay-¢=b;-c (mod n).

Ako je a = b (mod n) i m prirodan broj, tada
a™ =b" (mod n).

Akojea-c =b-c (modn)iakosucin
relativno prosti brojevi, tada a = b (mod n).
Ako je a = b (mod n) if polinom s cjelobroj-
nim koeficijentima, tadaf (@) = f (b) (mod n).

Postoji mnogo tipova zadataka u Cijem rjeSavanju
moramo promatrati neke kongruentnosti, ostatke i
djeljivosti te ih obi¢no nije teSko prepoznati. Na
natjecanjima se u takvim zadatcima obi¢no ekspli-
citno trazi da se pokaze kako je jedan izraz djeljiv (ili
nije) s drugim ili da odredimo ostatak pri dijeljenju.
Pronalazak zadnije ili zadnjih nekoliko znamenaka
je takoder Cest tip zadatka u kojem trebamo proma-
trati broj modulo 10 (ili potencija broja 10). Nesto
je teze primijetiti da su kongruencije dobra taktika
rieSavanja zadataka u kojima se traze riesenja neke
diofantske ili druge algebarske jednadzbe.

Ako vrijedi @ = b (mod n) i b = ¢ (mod n),
mozemo upotrijebiti ekvivalentan, kraci zapis a =
b =c (mod n).

Pronadite posljednju znamenku broja
7'

Rjesenje. Mozemo primijetiti kako je trazenje po-
sliednje znamenke broja jednako trazenju ostatka
pri dijeljenju s 10 te trazimo uzorak u ostatcima pri
dijeljenju potencija broja 7 s 10.

Racunamo ostatke pri dijeljenju potencija broja 7 s

10:

7 =7 (mod 10)

7> =9 (mod 10)
77=7-7=7-9=3 (mod 10)
7*=7-7=7-3=1 (mod 10)
P=7-7=7-1=7 (mod 10).

Zbog svojstava kongruencija ostatci ¢e se ponav-
ljati u istom poretku tako da za k € N:

7* =1 (mod 10)
7% =7 (mod 10)
7%2 =9 (mod 10)
7% =3 (mod 10)

stoga moramo pronaci ostatak pri dijeljenju bro-

ja 11° s 4. Vrijedi 11 = —1 (mod 4) pa
115 = (-1 = -1 = 3 (mod 4) i kona&no
zakljugujemo 7' = 3 (mod 10).

Dokazite da kvadrat cijelog broja pri
dijelienju s 3 moze iskljuCivo dati ostatke O'ili 1.

Rjesenje. Prvo mozemo primijetiti da broj pri dije-
lienju s 3 moze dati ostatke 0, 1ili 2 (odnosno da je
skup {0, 1,2} potpun sustav ostataka modulo 3).

Sada zadatak mozemo podijeliti u 3 slucaja, ovisno
o tome koji ostatak prirodan broj n daje pri dijeljenju
s 3.

1. sluéaj: n =0 (mod 3). Zakljuéujemo

n”=0"=0 (mod 3).

2. sluéaj: n =1 (mod 3). Zakljuéujemo
=1"=1 (mod 3).
3. sluéaj: n =2 (mod 3). ZakljuGujemo
n”=2"=1 (mod 3).
Stoga tvrdnja zadatka vrijedi u sva tri slu¢aja.
Za koje cijele brojeve x vrijedi

2x+3=4 (mod7)?
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Rjesenje. 2x +3 = 4 (mod 7). Nakon §to od
obje strane kongruencije oduzmemo 3, dobivamo
2x = 1 (mod 7). Buduéi da taj izraz zelimo po-
dijeliti s 2, zapisat c¢emo ga tako da se na desnoj
strani nalazi paran broj, odnosno 2x = 1 = 8§
(mod 7). S obzirom na to da su 2 i 7 relativno
prosti, kongruenciju smijemo podijeliti s 2 iz Cega
slijedix =4 (mod 7).

Koji parovi (m, n) prirodnih brojeva za-
dovoljavaju jednadzbu 2™ — 3" = 1?

Rjesenje. Vrijedi 2" = 3" 4+ 1. Kakoje2 = —1
(mod 3)te 1 =3"+1=2"=(—1)" (mod 3),
m mora biti paran. Tada m mozemo zapisati kao
m = 2 -my, zanekimy € N, a danu jednadzbu u
obliku (2" — 1)(2™ 4 1) = 3". Sada slijedi da
sui2™ — 1i2™ 4 1 potencije broja 3. 2™ — 1
i 2™ + 1 se razlikuju to¢no za 2, stoga je jedina
moguénost 2™ — 1 = 1i2™ + 1 = 3, odnosno
daje m; = 1. ZakljuGujemo da je jedino rjeSenje
(myn) = (2,1).

Pronadite sve proste brojeve p i g takve
dap? —24*> = 1.

Rjesenje. Prvo moramo uociti da je za sve proste
p,q>3,p=1ii—1 (mod 6). Razlikujemo sada
dva slucaja.

1. sludaj: Zap > 31iq > 3slijedidajep’ =1
(mod 6). Isto tako je ¢*> = 1 (mod 6) pa je
P—2¢=1-2=—-1=5 (mod6). Des-
na strana jednadzbe je kongruentna 1 (mod 6),
stoga jednadzba nema rieSenja za p, g > 3.

2. slucaj: Jedan od brojeva p, g je 2 ili 3. Ako je
p = 2, dobivamo da je 2¢> = 4 — 1 = 3 $to ne-
ma rjeSenja u cijelim brojevima. Slicno zap = 3
dobivamo da je p?> = 1 + 18 = 19, to isto ne-
ma rjeSenja u cijelim brojevima. U preostala dva
sluCaja rjeSavanjem kvadratne jednadzbe dobiva-
mo isto riesenie, (p, q) = (3,2).

Dakle, jedino riesenje je (p, q) = (2,3).

Dokazite da n> + 3n + 5 nije djeljivo sa
121.

Rjesenje. Pretpostavimo suprotno, odnosno da je
n*+43n+5 djeljivo sa 121. Tada je posebno taj broj
djeljivis 11. Budu¢idaje (n—4)* = n*>—8n+16 =
n?+3n+5=0 (mod 11), slijedi daje (n — 4)?
djeljivo s 11. Posebno, n — 4 je djeljivo s 11, od-
nosno n = 11k + 4, za neki cijeli broj k. Slijedi da
jen’+3n+5=(11k+4)>+3(1lk+4)+5=
121k* +121k+33 = 33 (mod 121), $to je u kon-
tradikciji s pretpostavkom da je n* + 3n + 5 djeljivo
sa 121. Time smo dokazali tvrdnju zadatka.

Neka je a prirodan broj ve¢i od 1. Do-
kaZite da je broj

n(2n+1)3n+1)---(an+1)

djeljiv sa svim prostim brojevima manjim od a, za
svaki prirodan broj n.
Zupan/jsko natjecanje 2009., 4. raz., A varijanta

Rjesenje. Neka je p prost broj manji od a. Ako je
n djeljiv s p, ocito je promatrani umnozak djeljiv s
n. Pretpostavimo da n nije djeljiv s p. Tada brojevi
2n+1,3n+1,..., (p+ 1)(n + 1) daju redom
ostatke ry, 12, r, pri dijelienju s p. Kada bi vrijedilo
ri = ryzanekii,j € {1,2,...,p},i # j, onda bi
razlika

(i+1n+1)—(G+1n+1)=(i—jn

bila djeljiva s p. Medutim, kako po pretpostavci p
ne dijeli n, broj i —j mora biti djeljiv s p, §to je nemo-
guce jer je 1<|i — j| < p. Zaklju¢ujemo da su svi
ostatci razli¢iti. Kako imamo p razli¢itih ostataka,
skup {r1,72, ..., rp} je potpun sustav ostataka mo-
dulo p, pa je jedan od ostataka jednak nuli. Stoga
je i promatrani umnozak djeljiv s p.

Je li moguce posloziti brojeve
11,22, ..., 200829 jedan za drugim tako da broj
dobiven spajanjem znamenaka bude kvadrat ne-
kog prirodnog broja? (Na primjer, broj dobiven
spajanjem 331122 je 2714))

Rjesenje. Za bilo koji takav raspored mozemo pro-
nac¢i nenegativne cijele brojeve xi, xz, ..., X2008
takve da je dobiveni broj jednak 1' - 10% + 22 .
10" + ... + 20082098 . 10*208 . Na primjer, za ras-
pored 331122 = 2714, vrijedi 2714 = 3% - 10* +
1110 422 - 10°.
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Kakoje 10 = 1 (mod 3) vrijedi 1'-10% +22-10% 4
... 420082008 . 100008 = 11 422 . 420082008
(mod 3).

Lako se provjeri da vrijede sljedece tvrdnje:
Ako jea =0 (mod 3) ondaa® =0 (mod 3).
Akojea =1 (mod 3) ondaa® =1 (mod 3).
Ako je a = 2 (mod 3) i a paran onda a® = 1
(mod 3).
Ako jea =2 (mod 3) ianeparan onda a® = 2
(mod 3).

Koristeci se gore navedenim tvrdnjama, vidimo da
zZraz ' + 22+ 3 +4 +5 4+6°+7 =0
(mod 3). Analogno 8% +...+14* =0 (mod 3)
pavrijedi 1! + 22 4 ... 4200829 = 20032003 1
20042%% 4 20052°% + 20062 + 2007*%7 = 2
(mod 3). Medutim, po primjeru 2., kvadrat cije-
log broja ne moze dati ostatak 2 pri dijeljenju s 3.
Stoga zakljuCujemo da nije moguce posloziti bro-
jeve 11,22, ..., 2008298 jedan za drugim tako da je
dobiveni broj kvadrat nekog prirodnog broja.

Slijedi izbor zadataka za vjezbu koji se rjeSavaju
uz pomo¢ kongruencija. Podsje¢amo da su dobre
taktike rieSavanja: promatrati izraz u odnosu na os-
tatak modulo neki n, iskoristiti oblik broja u daljnjoj
jednadzbi (npr. znamo lida je a oblika 3k+ 1, onda
u zadani izraz umjesto a uvrstiti 3k 4 1). Ne zabora-
vimo da je korisno preurediti kongruenciju koristeci
se svojstvima kongruencija navedenih u uvodu, pri
¢emu posebno oprezni trebamo biti pri dijeljenju
kongruencija. Navedeni zadatci su dobar temelj za
rieSavanje zadataka iz teorije brojeva bez napredni-
jih alata poput Eulerova teorema, malog Fermatova
teorema ili kineskog teorema o ostatcima.

Odredite posliednjih 2019 znamenaka broja
22019 | 52018 , 2017

Opcinsko natjecanje 2019., 3. raz., A varijanta

Pronadite sve proste brojeve p takve da su i

2p + 1i4p + 1 prosti brojevi.
Rjesenje: Jedini takav broj je 3. Promatrajte
2p + 1i4p + 1 u odnosu na ostatak koji p
daje pri dijeljenju s 3.

Dokazite da je zbroj kubova triju uzastopnih

cijelih brojeva djeljiv s 9.
Uputa: raspisati zbroj kubova i promatrati
izraz modulo 9.

Dokazite da je za svaki prirodan broj n broj
n' — n’ dieljiv s 30.
Zvu,oanijsko natjecanje 2008., 1. raz., A varijanta

Neka je n prirodni broj i neka je S zbroj svih
prirodnih brojeva od 1 do n. Dokazite da broj
S ne moze biti za 1 maniji od viSekratnika broja
3.

Zu,oanijsko natjecanje 2014., 2. raz., A varijanta

Dokazite da ne postoje prirodni brojevi m i n
takvida je 3" +3"4-1 kvadrat prirodnog broja.
Drzavno natjecanje 2014., 2. raz., A varijanta

Pronadite sve prirodne brojeve n takve da je
n" — 3 djeljivo s 10.
Skolsko natjecanje 2016., 3. raz., A varijanta

Neka je n prirodan broj takav da je n+ 1 djeljiv
s 24.
Dokazite da n ima paran broj djelitelja.
DokaZite da je zbroj djelitelja broja n djeljiv
s 24.
Drzavno natjecanje 2007., 3. i 4. raz., A varijanta

Postoji li prirodan broj n takav da je 8" + 47
prost broj?
JBMO Shortlist 2020.

1/ Zadatci s natjecanja iz matematike, http://www.
antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-
matematike

2/ Predavanja udruge Mladi nadareni matematicari “Marin
Getaldi¢”, https://mnm.hr/online-predavanja

3/ A. Engel (1998.): Problem Solving Strategies, Springer

4/ Art of Problem Solving, https://artofproblem
solving.com/community
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