Kako izravnati kruznicu

—uz Dan broja 1t
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Ovaj je panoptikum posvecen problemu rektifikaci-
je kruznice, tj. problemu konstruiranja duzine dulji-
ne 2rm. Rektifikacija kruznice, kao i tom problemu
srodni problem konstrukcije broja 7 i kvadratura
kruga golicaju mastu ljudi od pamtivijeka. Cak i
najstariji poznati matematicki rukopis Rhindov pa-
pirus (16. stoljece pr. Kr.) opisuje pravilo prema ko-

jem kvadrat kojemu je stranica 9 promjera kruga

ima povrsinu kao i taj krug. Prevedemo li taj rezul-
tat u moderan zapis, dobiva se da je 7 priblizno
3.16049. U matematici svake civilizacije nalazimo
rezultate vezane za ovu problematiku. Kad je 1882.
godine F. Lindemann dokazao da je 7 transcenden-
tan broj, postalo je jasno da se broj & ne moze ele-
mentarno konstruirati, tj. nacrtati u kona¢no mnogo
koraka koriStenjem ravnala i Sestara proizvoljno ve-
likog raspona. Posliedi¢no, i rektifikacija kruznice
i kvadratura kruga su nerjesivi uz navedeni pribor.
Ali razvijeno je mnogo pribliznih konstrukcija. U
panoptikumu je prikazano 5 pribliznih konstrukcija.

Sanja Varosanec, Zagreb

Datum 14. oZujka u formatu zapisa datuma
“mjesec/dan” ima oblik 3/14 te se od 1988.
godine obiliezava kao Dan broja r, a u stu-
denom 2019. UNESCO progla$ava taj datum
Medunarodnim danom matematike.

Kad se u nacrtnoj geometriji pojavi potreba rektifi-
kacije kruznice, primjerice kod crtanja plasta valjka,
najceSce se koristimo konstrukcijom Kochanskog
Ciji je postupak opisan u prvoj konstrukciji u panop-
tikumu. lzraz

1BD| = r [40 — 6v/3
- 3

slijedi iz primjene Pitagorina poucka u trokutu
ABD. Prokomentirajmo razliku izmedu |BD| i broja
rr. Ljudsko oko ne moZze razlikovati dvije toCke

1
Cija je udaljenost manja od 20 mm, pa iz ocjene

1
||BD|—rm| < 20 dobivamo dazar < 84.3cmne

vidimo razliku izmedu BD i rr. U nacrtnoj geome-
triji polumjeri kruznica obi¢no su manji od 84 cm,
pa ova konstrukcija zadovoljava potrebe nacrtne
geometrije.

U drugoj i tre¢oj konstrukciji jasno je kako se doka-
zujuizrazi za |FH| i |AD|, pa poblize opi§imo kako
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se dokazuje izraz
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u Ramanujanovoj konstrukciji. Redom racunajmo
duljine duzina koje se javljaju u konstrukciji. Prim-
jenom Pitagorina poucka u trokutima AMC i ANC
dobivamo:

o () -2
AN =4[ (rV2)? + (%r)z = \/?r.

Iz sli¢nosti trokuta APQ i ANM dobivamo:
[AN| : |[AP| = |AM| : |AQ),

Q| = 22
= r.
3v22
Iz AAOQ ~ AATR slijedi
1 19
AR| = —|AQ| = ——r.
AR] = 540l = 572

Prema Pitagorinu poucku za AAOS imamo
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81-22
i konaéno, primjenom Euklidova pouc¢ka u pravo-

kutnom trokutu S"EB za njegovu visinu OE na hi-
potenuzu S’ B vrijedi

OS] =r\/1+
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|OE[* = |0B| - 0S| 1. |OE| = 3{/9* + 35
Peta konstrukcija zasniva se na promatranju ni-
za pravilnih mnogokuta kojima se u svakom slje-
de¢em koraku polumijer opisane kruznice udvo-
struuje. Dakle, imamo niz kruznica ki (Oq, 1),
kz(Oz, 2?‘), k3(03, 227‘), k4(04, 237'), .. pri cemu
su Oy, O3, O3, Oy, ... kolinearne tocke, a sve
kruznice prolaze tockom C. Rektificiramo polovi-
nu najmanje kruznice ky, tj. trazZimo duzinu duljine
rTT.

Slika 1.

Budu¢i da je duljina kruznice k, 4rm, slijedi da je
rr Cetvrtina duljine kruznice k,. U kruznice k, k3,
ks, ..., kn,... upidimo praviine mnogokute s 22,
23 2% ...,2" ... stranica. Stranice su CC,, CCs,

CCy,..., CC,, ... Sredisnji kutovi mnogokuta su
~360° ~360° ~360° ~360°
Ep= 72 , Ep3= 33 , E4= > 7...782n—7

a duljine pripadnih lukova su

,_ 27l 3607 _
T R

Dakle, u svakom pravilnom 2"-terokutu duljina luka

—~ 6 o

CC, sasrediSnjim kutom &=——— jednaka je rr,
tj. neovisna je o broju n. Tetiva tog luka je stranica
CC, pravilnog mnogokuta i njezina duljina je

o

on

ay = 2"rsin

Povecanjem broja n raste polumijer kruznice, pa
lukovi duljine rrr nad sredisnjim kutom imaju sve
manje zakrivljenosti i razlika izmedu duljine luka i
duljine pripadne tetive postaje sve manja. Drugim
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rije¢ima, duljine stranica mnogokuta priblizavaju se
broju rr, tj. rm ~ am.

Ali postupak konstrukcije pravilnih mnogokuta sa
sve ve¢im polumjerima opisanih kruznica dovodi
do stvaranja vrlo velikog crteza koji brzo prelazi gra-
nice crtaceg papira. Zato treba pronaci nacin da
tocke C,, tj. stranice mnogokuta CC,, konstruiramo
bez crtanja pravilnih mnogokuta.

Pogledajmo uvec¢an dio slike na kojoj se nalaze
dva uzastopna koraka ove konstrukcije. Pokazimo
da su tocke 0,1, C,, C,+1 kolinearne kao $to je
prikazano na slici.

OnH

- ——— 4

C T
Slika 2. CO,Cy i COpy1Cyy su karakteristicni
trokuti pravilnih mnogokuta s 2" i 27+1 vrhova.

Prema opisanoj konstrukciji C,, je vrh pravilnog
mnogokuta upisanog u k, (0,, 2"~ 'r), tj. ACO,C,
je karakteristi¢ni trokut mnogokuta s 2" vrhova.

(o]

360
Dakle, |<CO,C,| = —.
na kruznici k,(0,, 2"~ 1r) pa je CO,,C, obod-
ni kut kruznice k, te prema teoremu o obodnom i
sredi§njem kutu veli¢ina mu je
1 360° 360°
|94CO,41Ch| = SR TR Teu

S druge strane, ACO,,.1C,,+ je karakteristi¢ni tro-
kut mnogokuta upisanog u k.1 i sredisnji kut je
o

360°

. 360 A
LT ti. [9COu1Cps1| = preey Budud¢i da ku-

tovi 4CO,+1Cy | CO,41Cyyy imaju istu velicinu

To¢ka O, je takoder

i zajednicki krak, slijedida C,, € O,41Cy11, tj. te tri
totke O,+1, Cy, Cpy1 SU kolinearne.

U karakteristicnom trokutu CO,,C,, ostali kutovi (ku-
tovi uz osnovicu) imaju velicinu

. 180°
|[9C,CO,| =90° — T
a u trokutu CO,11Cpyy vrijedi [9Cy1COpy | =
90° 180°
o o+l
Neka je + = CT tangenta na kruznicu ky, tj.

CT 1 CO,. Tada je

180°
[9TCC,| = 90° —[94C,CO| = — =
180°
|9TCCpin| = LT

tj. JTCC, je dvostruko veéi od kuta JTCCy 41, 1.
CC, je simetrala kuta TCC,,.

IzraCunajmo kut pri vrhu C,, u trokutu CCp,41 Cy:

o 180° o 180° )
190G, =150 30— (507 1500 ) =90,

dakle CC,, L. C,,Cy4 1.

Stoga, kad poznajemo polozaj tocke C,, tada se
C,1 nalazi na simetrali kuta JTCC,, a s druge
strane C,,. 1 se nalazi na okomicina CC,, kroz to¢ku
C,. Ova se konstrukcija moze izvoditi proizvoljan
broj puta, a pri tome |CC,| = ax teZi prema rr.

Primjerice, ap = 2°rsin 5— ~ 3.14157294r

dok je rm ~ 3.141592654, odnosno greska je
lrm —ag| < 2-1075r.
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