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Motivacija

Formulu za udaljenost izmedu dviju to¢aka u ko-
ordinatnom sustavu u ravnini znaju u¢enici srednje
Skole. Tu udaljenost Cesto u svakodnevnom Zivotu
nazivamo zrac¢na udaljenost. lako je zraCna uda-
lienost izmedu Rijeke i Zagreba 131.33 km, svjesni
smo da ¢e, putujemo li automobilom, na$ put od
Rijeke do Zagreba biti dulji od navedenog. U nas-
tavku ¢emo opisati geometriju u kojoj udaljenost
izmedu dviju tocaka raGunamo drukcijom formu-
lom, ali i geometriju koja nam omogucuje da pla-
niramo izgradnju naselja u kojima ¢emo se lako
snalaziti, u kojima ¢emo lako rac¢unati duljinu naj-
kraceg puta izmedu svakih dviju tocaka, u kojima
Ce se taksisti lakSe snalaziti i bolje planirati svoje
voznje.

Vedrana Mikuli¢ Crnkovic i
Dina Mlacovic, Rijeka

Taksi-geometrija opisuje geome-
triju Idealnog Grada. Njome
pomazemo stanovnicima Idealnog
Grada da se jednostavnije u
njemu snalaze.

Diskretna taksi-geometrija

Za pocetak uvodimo pojam Idealnog Grada. To je
grad u kojemu su svake dvije ulice ili medusobno
paralelne ili medusobno okomite te su udaljenos-
ti izmedu svaka dva raskrizja izrazene u metrima
prirodnih brojeva.

Taksi-geometrija ¢esto se naziva i manhatanskom
geometrijom iz razloga Sto je Manhattan model Ide-
alnog Grada. Upravo c¢e taksi, odnosno manha-
tanska geometrija, pomoci vozadu taksija u New
Yorku planirati svoje voznje. Na slici 1, preuzetoj
iz aplikacije Google Maps, naznacene su ulice na
Manhattanu te je istaknut jedan od mogucih puto-
va kojim nas Zuti taksi moze odvesti od trga Times
Square do zgrade Empire State Building.
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Slika 1. Manhattan

Karta Idealnog Grada smijestena je u koordinatni
sustav tako da ulice Cine cjelobrojnu mrezu te se
one sijeku u to¢kama Cije su koordinate uredeni pa-
rovi cijelih brojeva. Promotrimo, za pocetak, samo
takve toCke, nazovimo ih t-toCke.

Zelimo li dodi s jednog mjesta na drugo, uz uvjet
da prijedemo $to manju udaljenost, najkra¢a uda-
lienost tada nece biti duljina ravne crte. Na-
ime, zracna udaljenost bila bi duljina ravne crte i
raCunala bi se formulom za udaljenost dviju to¢aka
u euklidskoj geometriji, aliljudi ne mogu letjeti, pa je
ponekada potrebno udaljenost racunati na drukdiji
nacin. Udaljenost u taksi-geometriji izmedu dvi-
ju t-toaka, di(A, B), ratunamo kao najmanii broj
horizontalnih i vertikalnih jedini¢nih duzZina izmedu
tih toaka, odnosno najmaniji broj jedini¢nih koraka
koje moramo napraviti da od jedne to¢ke dodemo
do druge tocke uz uvjet da nas svaki korak prib-
lizava drugoj tocki.

Kad bismo djetetu Zeljeli objasniti §to je to duZina,
jedan od nacina na koji to mozemo uciniti je da
mu kazemo da je duZina odredena tockama A i
B skup to€aka koje Cine najkra¢i put izmedu tih
to¢aka. Kad bismo se kretali npr. zrakoplovom iz-
nad |dealnog Grada, onda bi najkraci put upravo
bio “prava”, euklidska duzina. Medutim, kre¢emo
li se taksijem ulicama Idealnog Grada, duzine, na-
zovimo ih t-duZine, upravo su najkraci putovi koje
smo prebrojavali. Primijetimo, najkra¢i put u taksi-

-geometriji nije jedinstven pa onda nisu ni t-duzine.
Broj t-duzina jednak je (*®)), gdie je h broj ho-
rizontalnih koraka koje je potrebno napraviti u sva-
kom najkracem putu.

Slika 2. Neke t-duzine
odredene to¢ckama Ai B

Slika 3. Euklidska duzina
odredena tockama A i B

Uoc¢imo da neka t-to¢ka C koja pripada t-duZini
odredenoj sa A i B jest izmedu t-totaka A i B
jer je di(A,C) + dk(C,B) = di(A,B). Medutim,
ne pripadaju sve t-tocke koje su izmedu Ai B is-
toj t-duzini. Skup svih t-tocaka koje su izmedu
A'i B sadrZi sve tocke koje pripadaju t-duZinama
odredenima tockama A i B. Graficki, sve t-tocke
koje su izmedu Ai B mozemo predstaviti pravokut-
nikom kojemu su A i B nasuprotni vrhovi.

Slicnim nacinom promisljanja zaklju¢ujemo da je
pravac upravo takav skup toCaka za koji vrijedi
da je za svake dvije tocke tog pravca najkraci put
sadrzan na tom pravcu.

Slika 4. Tocke izmedu
totaka Ai B

Slika 5. t-pravac

Uocimo, t-pravac koji sadrzi t-tocke A i B nije je-
dinstven, ve¢ postoji beskona¢no mnogo t-pravaca
koji sadrze Ai B te dva t-pravca mogu imati 0, ko-
nacno mnogo ili beskonac¢no mnogo zajednickih
tocaka. U taksi-geometriji ne vrijedi aksiom o pa-
ralelama: “Neka je p pravac i T toc¢ka koja mu ne
pripada. Tada postoji to¢no jedan pravac q koji
sadrzi to¢ku T i ne sijece pravac p.”
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Slika 6. Paralelni t-pravci

Na slici 6 prikazan je t-pravac p i t-toc¢ka T u taksi-
-geometriji te dva t-pravca Qs i O koja s t-pravcem
p nemaju zajednickih to¢aka. UocCimo kako su na
slici nacrtani samo dijelovi pravaca. Dok u euklid-
skoj ravnini sasvim jasno iz sli¢ne slike mozemo
zakljuciti sijeku li se neka dva pravca ili ne, u taksi-
-ravnini to nije tako. Medutim, dodamo i uz sliku i
dodatne opise t-pravaca, bit ¢e jasno da se pravci
ne sijeku.

e P je t-pravac za koji vrijedi: ako je X > 7, onda
jey=5iakojex < —1 ondajey= -2

e (1 je t-pravac za koji vrijedi: ako je X > 2, onda
jey=7iakojex < —3,ondajey =2

e 0} je t-pravac za koji vrijedi: ako je X > 4, onda
jey=06iakojex< —2,ondajey =1

Istaknimo ukratko znacCaj aksioma o paralelama.
On je (odnosno, njemu ekvivalentna tvrdnja) obi-
lieZio povijest matematike. Aksiomatsko zasniva-
nje geometrije, koju danas zovemo euklidska ge-
ometrija, zapocelo je oko 300. godine prije nove ere
kada je jedan od najve¢ih matemati¢ara svih vre-
mena — Euklid napisao Elemente, a zavrsilo je 1899.
kada je matematicar Hilbert uveo potpuni sustav
aksioma euklidske ravninske geometrije. Posliedi-
ca otkri¢a hiperbolicke geometrije, koji je 1826. ob-
javio ruski matemati¢ar LobocCevski, jest Cinjenica
da je aksiom o paralelama uistinu aksiom te je on
sadrzan u skupu aksioma euklidske ravninske ge-
ometrije. Sve geometrije u kojima aksiom o para-
lelama ne vrijedi, nazivamo neeuklidskim geomet-
rijama. ViSe detalja o povijesti geometrije i otkric¢u
neeuklidskih geometrija nalazi se u [4].

Zanimljivo je promotriti i Sto bi bila t-kruznica, od-
nosno skup svih to¢aka taksi-ravnine koje su jed-
nako udaljene od neke CGvrste tocke (sredista).

Slika 7. Istaknute tocke cine t-kruznicu
sa sredi$tem Si polumjerom 3

Oblik t-kruznice uvelike pomaze da se bolje orga-
nizira na$ Idealni Grad, odnosno, razmisljamo li o
primjeni u svakodnevnom Zivotu, da se bolje or-
ganiziraju npr. policijske patrole, hitne medicinske
sluzbe, postanske usluge, komunalna infrastruktu-
ra itd.

lako je za taksista u ldealnom Gradu ovo sas-
vim dovoljno matematike za snalazenje i uspjesno
obavljanje posla, za nas matematic¢are pri¢a ovdje
ne zavrSava, nego ona tek pocinje.

Taksi-geometrija kao metricka
geometrija

Uocimo da smo t-udaljenost izmedu to¢aka A(X1, Y1)
i B(X2, y2) mogli izradunati i koriste¢i se formulom:

d(A B) = [x2 — Xa| + |y2 — ya|-

Istom formulom mozemo racunati t-udaljenost iz-
medu bilo kojih dviju toc¢aka u koordinatom susta-
vu, odnosno bilo kojih dviju to€aka &ije su koordi-
nate uredeni parovi realnih brojeva. Funkcija ¢ je
metrika, odnosno funkcija udaljenosti jer zadovo-
ljava aksiome metrike:

1. di(A,B) > 0, za svake dvije tocke Ai B
2. 0i(A,B) = Oakoisamo ako su Ai Biste tocke
3. di(A,B) = di(B,A)
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4. di(A,C) < di(A,B) + di(B,C), za svake tri
tocke A, Bi C.

Promotrimo sada skup P, skup to€aka, odnosno
uredenih parova realnih brojeva i skup L, skup pra-
vaca u koordinatnom sustavu. Na svakom pravcu
p iz skupa L mozemo definirati koordinatni sustav,
odnosno funkciju f, sa p u skup realnih brojeva i to
na sliedeci nacin:

e ako je pravac p zadan jednadzbom X = @, onda
je fp(xv y) =Yy

e ako je pravac p zadan jednadzbom y = ax+ b,
ondaje fp(x,y) = (1+ |a])x.

Lako se pokaZe da je f bijekcija te da za svake
dvije tocke Ai B proizvoljnog pravca p iz L vrijedi:

[fo(A) = fp(B)[ = (A, B).

Iz svega navedenog slijedi da je {P, L, di } metricka
geometrija koju zovemo taksi-ravnina. Sad imamo
sve $§to je potrebno da u taksi-ravnini definiramo
relaciju izmedu te duzine, kutove, likove itd.

U aksiomatskom zasnivanju euklidske geometrije
duZinu odredenu tockama A i B definiramo kao
skup toc¢aka koje su izmedu toc¢aka Ai B. U taksi--
-geometriji tocke koje su izmedu A i B pripadaju
jednom od najkracih putova izmedu Ai B (to su sve
tocke Ctakve da je di(A, C)+0;(C, B) = di(A, B))
te sve te toCke zajedno Cine pravokutnik. Stoga
je u taksi-geometriji tocka C izmedu tocaka Ai B
ako sve tri tocke pripadaju istom pravcu i ako vri-
jedi di(A,C) + di(C,B) = di(A, B) te je duzina
odredena tockama A i B skup svih to¢aka izmedu
Ai B. Uz takvu ¢e definiciju duzine slike mnogo-
kuta biti iste kao u euklidskoj ravnini. No, krivulje
drugog reda izgledat ¢e nesto drukdije.

Slika 8. Na lijevoj je slici nacrtana kruznica sa sre-
distem Si polumjerom 2 u taksi-ravnini, tj. nacrtan je
skup totaka T ravnine za koji vrijedi (S T) = 2,
a na desnoj slici je nacrtana kruznica sa sre-

distem S i polumjerom 2, ali u euklidskoj ravnini.

Slika 9. Na lijevoj slici nacrtana je elipsa s fokusima
A i B u taksi-ravnini, tj. nacrtan je skup tocaka T
ravnine za koje je zbroj udaljenosti do fokusa jednak
6, a na desnoj slici nacrtana je elipsa s fokusima

A1, By i velikom osi duljine 6, ali u euklidskoj ravnini.

Slika 10. Zelenom bojom nacrtana je hiperbola u taksi-ravnini,
tj. nacrtan je skup toc¢aka za koje je apsolutna vrijednost
razlike udaljenosti do Zarista A i B jednaka 6, a crnom bojom
je nacrtana hiperbola sa zaristima A i B u euklidskoj ravnini

Slika 11. Crvenom bojom nacrtana je parabola u taksi-ravnini,
tj. nacrtan je skup tocaka koje su jednako udaljene od zadane
to¢ke F i zadanog pravca p, a crnom bojom nacrtana je
parabola sa zaristem A i ravnalicom p, ali u euklidskoj ravnini

Na prethodnim smo slikama (slika 9, slika 10 i sli-
ka 11) prikazali krivulje ¢ije osi su koordinatne osi.
Medutim, u taksi-geometriji izgled krivulja ovisi o
polozaju osi krivulje. Na slikama 12, 13 i 14 prika-
zane su neke krivulje drugog reda kojima osi nisu
koordinatne osi.
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Slika 12. Elipsa s fokusima A i B i velikom osi duljine 11

Slika 13. Hiperbola s fokusima A i B i velikom osi duljine 2

Slika 14. Parabola

UocCimo i sliedece: geometrijsko mjesto toCaka
kruznice, elipse i hiperbole odredujemo s pomocu
formule za udaljenost dviju to¢aka. Medutim, ge-
ometrijsko mjesto to€aka parabole odredujemo s
pomocu formule za udaljenost izmedu dviju tocaka
te formule za udaljenost toc¢ke od pravaca. Uda-
lienost toCke T od pravca p najmanji je element
skupa koji sadrzi udaljenosti svake toCke pravca p
i to¢ke T. Odrediti udaljenost tocke od pravca u
taksi-geometriji nije uvijek jednostavno.

Zakljucak

Taksi-geometrija vrlo je zanimljiv dio matematike.
Proucavanje taksi-geometrije omoguc¢uje nam bo-
lje razumijevanje osnovnih geometrijskih koncepa-
ta kao i aksiomatskog zasnivanja geometrije. Taksi-
geometrija primjer je geometrije koja je primjenjiva
u svakodnevnom zivotu te nam moze pomoci u
boljem planiranju svakodnevnih aktivnosti.

Nadalje, tema ne zahtijeva veliko matematicko
predznanje te se kao takva moze, uz paZljivo os-
miSljene aktivnosti, uvesti i uGenicima srednje, ¢ak
i osnovne $kole. Nekoliko zanimljivih zadataka (s
rieSenjima) nalazi se u [6], dok [3] sadrzi veliki broj
zadataka kojima je omogucéeno postupno i sustav-
no uvodenije taksi-geometrije u¢enicima.

U [5] je opisano iskustvo osmisljavanje i realizaci-
je matematicke izlozbe Taxi-geometrija u kojoj su
izradene umjetnicke vizualizacije geometrijskih ob-
jekata u taksi-geometriji.
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