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Teorem o Eulerovu pravcu
| njegova primjena

Sefket Arslanagic i
Daniela Zubovi¢, Sarajevo

U ovom ¢emo clanku dokazati zanimljiv teorem o
Eulerovu pravcu te dati jednu primjenu tog teorema
koji glasi:

a) Udaljenost ortocentra trokuta od jednog vrha
dva je puta vec¢a od udaljenosti sredista opisane
kruznice tog trokuta od stranice koja je suprotna
tom vrhu.

b) Ortocentar, teZiste i srediste opisane kruznice

trokuta pripadaju jednom pravcu koji se naziva
Eulerov pravac.

Dokaz: a) Neka su to¢ke H i O ortocentar i sre-
diste opisane kruznice k trokuta AABC, to¢ke Ei F
nozista visina AE i CF, atoCka S poloviste stranice
AB.

Produzimo BO do presjeka D s kruznicom k. S

obzirom na to da je BD promijer kruznice k, ku-

tovi JBAD i BCD su pravi. U pravokutnom

trokutu ABDA duzina OS je njegova srednjica,
1

zbog Cega je |0S| = §|AD| i OS || AD, a ka-

ko je Cetverokut AHCD paralelogram (AE || DC i
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CF || AD) ukojem je |[HC| = |AD| 1 HC || AD, bit
1
¢e|SO| = 7|HC|iSO | HC.
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b) Spojimo H sa O, presjek tezignice CS s duzinom
HO oznatimo sa T i uogimo trokute ATCH |
ATSO koji su sli¢ni jer su im sukladni kutovi
JCTH i ISTO (vréni kutovi) te JHCT i OST
(kutovi uz teziSnicu SC paralelnih pravaca FCiSO).
Kako je prema prvom dijelu teorema |HC| = 2|SO|
(koeficijent sli¢nosti za spomenute trokute je 2), bit
¢e |CT| = 2|TS| na osnovu ¢ega zakljuGujemo da
je tocka T teziste trokuta AABC i |HT| = 2|TO|.

Dakle, ortocentar H, teziSte T i srediste O opisane
kruznice trokuta AABC pripadaju jednom pravcu
(Eulerov pravac), pri ¢emu je udaljenost tezista od
ortocentra dva puta ve¢a od udaljenosti teziSta od
sredista opisane kruznice.

Sad ¢emo dokazati jednu zanimljivu nejednakost:
OT|” < R(R —2r), (1)

gdje su R i r polumijeri opisane i upisane kruznice
trokuta AABC.

Dokaz. Koristit ¢emo se poznatom formulom za
udaljenost ortocentra H i sredista opisane kruznice
O trokuta AABC koja glasi:

OH|> =9R> — (& + D>+ %), (2
gdje su a, b i ¢ duljine stranica trokuta AABC.

Napomena 1. Dva razli¢ita dokaza formule (2),
kao i dva razli¢ita dokaza formule:

[IO|* = R(R — 2r),

gdje je I srediste upisane kruznice trokuta AABC
mogu se naci u [1] (str. 432-443).

Iz dokazanog teorema slijedi:
01| = %|OH|. 3)
Sad iz (2) i (3) slijedi:
OTP =R — %(az 4B+,
Nejednakost (1) koju trebamo dokazati sada glasi:

1
R — §(a2 +b*+ ) < R(R—2r),

odnosno
a* +b* + c* > 18Rr. (4)

Upotrijebimo li nejednakost izmedu kvadratne i arit-
meticke sredine (K > A) za tri pozitivna broja, ima-

mMo:
2 2 2
la +l; +c 2a+§+c,tj.

4
@+ b+ > gs2, (5)

gdje je s poluopseg trokuta AABC.

Iz nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske
sredine (A > G) za tri pozitivna broja imamo:

b
# > YVabe,
odnosno
(a+b+c)® > 2abc,

azboga+b+c = 2siabc = 4RP = 4Rrs slijedi:
27
§2 > 7Rr. (6)

Sad iz (5) i (6) dobivamo (4), odnosno (1). Jed-
nakost u (1) vrijedi ako jea = b = ¢, tj. ako je u
pitanju jednakostranican trokut.

Iz nejednakosti |OT|> < R(R — 2r) i jednakosti
[IO|*> = R(R — 2r) slijedi nejednakost:

loT|* < |10, 4
or| < |10]. (7)

Jednakost (7) vrijedi ako i samo ako je u pitanju
jednakostrani¢ni trokut.
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