Predrag Novakovic i
Aleksandar Novakovic, Vukovar

U ovom ¢&lanku prikazat ¢éemo
vezu izmedu matematike, pri-
mijenjenih znanosti, posebice
gradevinskih, ali i umjetnosti,

u sluzbi ljudskih i civilizacijskih
potreba tijekom povijesti jednoga
malog grada. Ovaj ¢lanak moze
posluZiti i kao ideja ili kao izvor
podataka za projekini zadatak u
nastavi matematike u srednjim
Skolama.

Uvod

Osim namijene i funkcionalnosti gradevine imaju jos
jedno bitno svojstvo — one su spomenik vremena
unutar kojega je dio ljudskoga roda Zivio, stvarao,
razmisljao, rieSavao probleme... S druge strane,
razvoj i napredak u gradevinarstvu dokaz je raz-
voja civilizacije, ali i njenog osnovnog gradivnog
elementa — Covjeka.

Lukovi i svodovi svoju vaznost u graditeljstvu do-
kazuju tisu¢lietnom povije$c¢u, jo$ iz doba Mezo-
potamije otprilike 2000 godina prije Krista, a svoju
sustavnu i masovnu primjenu dozivljavaju u doba
Rimskog Carstva kada su gradene mnoge palace,
amfiteatri, koloseji, mostovi, vijadukti, akvadukti itd.
ponajvise zahvaljuju¢i imskom graditeljskom virtu-
ozu Vitruviusu'. Zajedni¢ka je znacajka rimskih Iu-

IS}

Geometrija
vukovarskih lukova

kova njihova geometrija — polukruzni lukovi koji su
se zadrzali do danasnjih dana, ali su velikim dijelom
obiljeZili i doba baroka.

Osnovni podatci i geometrija
objekta

Barokno vukovarsko srediste, kakvim ga danas
poznajemo, pocelo je nicati sredinom 18. stolje¢a,
nakon odlaska Turaka s ovih prostora, a ve¢i dio
gradanskih stambenih kuca bio je zavr§en do 1790.
godine. Na baroknome trgu, u samome sredistu
Vukovara, nekoliko je spomen-kuc¢a baroknog kla-
sicizma, od kojih su na slikama odabrane Magaze
Mihajlovi¢ | i ll, sagradene 1760. godine. | pos-
lije vise od 250 godina ove arkade ne prestaju
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1 Marcus Vitruvius Pollio (80./70. pr. Kr. — 15. poslije Kr), rimski graditelj, arhitekt i vojni inZenjer; poznat po uvodenju triju graditeljskih

svojstva: izdrzljivosti, primjenljivosti i liepote.
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pobudivati interes i znatizelju osoba raznih profe-
sija, pa tako i matematiCara.

Vet prvim pogledom na procelja promatranih ba-
roknih zgrada s naglaskom na lukove primjetna su
odredena ogranienja koja su utjecala na njihov
konacni oblik. Prije svega, visina prizemlja i raspon
stupova. Kako je visina prizemlja stalna, razmak
izmedu stupova izravno je utjecao na oblik i zakriv-
lienost lukova.

Slika 1.

Luk u gradevinarstvu i arhitekturi zadovoljava sva tri
Vitruvijeva nacela te je kao neophodan graditeljski
element s vremenom dozivljavao razli¢ite varijacije
i izvedbe. Uz najkoristeniji polukruzni i segmentalni
luk vrlo su Cesti ovalni, elipti¢ni i parabolicni lukovi.
Neke od ovih lukova lako je prepoznati i u samome
vukovarskom sredistu.?

Polukruzni lukovi

Najjednostavniji je luk polukruzni ¢ija izvedba prati
poznati geometrijski element — kruZnicu. Na zgradi
sa slike 2 primjetna su dva polukruzna luka; vanjski
veci, istaknut plavom tockastom kruznicom i trima
to¢kama te unutarnji manji. U donjem desnom kutu
nalazi se crveno istaknuta stvarna duljina kvadrat-
ne stope® jednog nosivog stupa koja iznosi 0.76 m.
Prema ovoj su mjeri priblizno odredeni koordinatni
sustav i mreza tako da 1 m u stvarnosti priblizno
odgovara jedini¢noj duzini u koordinatnom susta-
vu. Valja naglasiti da je za nastavne potrebe do-
voljno racunati s dvije decimale jer na pogresku u

velikoj mjeri utjeCu toCka, kut i udaljenost slikanja,
odnosno perspektiva slike, Sto je posebno primjet-
no kasnije na slikama 4 i 6.

Zadatak. Odredite jednadzbu kruznice koja se naj-
bolje podudara s polukruznim lukom na slici.

Slika 2.

Cilj je odrediti jednadzbu kruznice u analitickom
obliku:

(x=p?+(y—a?=r2

Prvi je korak odabrati ili pripremiti $to kvalitetniju
sliku, pri ¢emu treba paziti na kut snimanja ako
se objekt fotografira. Ako ne postoji stvarna mje-
ra jednoga dijela objekta na slici, ni najbolja slika
nece biti od koristi, zbog toga je izmjerena duljina
kvadratne stope (iznosi 0.76 m). Sljedec¢i korak je
smijestiti sliku u povoljan koordinatni sustav kako bi
se dobile klju¢ne toc¢ke. U ovom je radu upotrijeb-
liena aplikacija GeoGebra kao jedan od najpovo-
ljnijih i najjednostavnijih matematickih alata, dovo-
linih u pokrivanju cjelokupne nastave matematike
u srednjim Skolama. Naredba Insert image from u
izborniku Edit omoguc¢ava umetanje zeljene slike u
zeljeni prostor uz prilagodbe same slike (svjetlina,
kontrast, boja...), $to je najbolje namjestati samos-
talno.

Do jednadzbe kruznice sa slike moze se doc¢i na
dva nacina. Prvi je analiticki, uvrStavanjem koor-
dinata triju proizvoljnih to¢aka u opc¢u jednadzbu
kruznice pri ¢emu se dobiva sustav triju jednadzbi s

2 Zahvaljujemo struénim i liubaznim zaposlenicima Gradskog muzeja Vukovar na materijalima i uputama

3 Golim okom vidljiva “neparalelnost” mjerne duzine i x-koordinatne osi rezultat je blagog padajuéeg nagiba ulice (na slici s lijeva na desno),
ali i perspektive, male udaljenosti slikanja i polozaja kamere u trenutku slikanja.
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trima nepoznanicama Cija su riesenja trazeni para-
metri opée jednadZzbe. Drugi je geometrijski, kons-
trukcijom kruznice zadane s trima to¢kama, gdje
aplikacija GeoGebra opet moze pomoci naredbom
Circle through 3 points koja se nalazi u alatnoj traci
pod tipkom

Prema slici 2 uCenik prepoznaje istaknuto srediste
koordinatnog sustava, jedini¢nu duljinu, 3 istaknute
tocke Cije koordinate slijedom is¢itava priblizno (do-
voljno je ina jednu decimalu?) iz koordinatne mreze:
A(0.79,2.01), B(3.35,1.91), C(2.02,3.02). Ov-
dje valja istaknuti pitanje svrsishodnosti i opravda-
nosti izratuna s dvije decimale. Kada je koristena
osnovna mjerna jedinica 1 m, pogreska na drugoj
decimali je zapravo pogreska od 1 cm u stvarnosti.
Trazena jednadzba kruznice je:

(x—2.06)%+ (y— 1722 =17

iz koje mozemo izraCunati njezin polumijer r =
V17 ~ 1.3m, alii priblizan razmak izmedu dva
stupa koji je jednak promjeru kruznice d = 2r =~
2.6 m. Pazljivim gledanjem slike, prema danoj mje-
ri, doista se moZemo uvjeriti u sukladnost mjera sa
slike i dobivenog izracuna.

Sli¢an racunski postupak provediv je i nad manjim,
unutarnjim kruznim lukom nad prolazom sa slike 3.
Koordinate izabranih istaknutih to¢aka na slici 3 su:
A(0.1,1.91), B(1.52,1.83) i C(0.84, 2.56) kojima
pripada kruznica opisana jednadzbom:

(x—0.81)? + (y — 1.85)> = 0.5.

Polumier kruznice jest r = v0.5 ~ 0.71 m, od-
nosno promijer koji prema slici predstavlja Sirinu
prolazad = 2r ~ 1.41m.

Ostali zakrivljeni lukovi

S procelja promatranu zgradu krase lukovi razliCitin
zakrivljenih oblika kao posljedica prostornih zahtje-
va, Sirine izmedu stupova i visine prizemlja. Ocita
je bila osnovna namijera graditelja izgraditi iste po-
lukruzne lukove, Sto je i donekle uspjelo u jednom

Slika 3.

dijelu procelja do Sireg nadsvodenog prolaza gdje
je trebalo premostiti veci raspon. Pogled na ovaj
luk otkriva kako su graditelju na raspolaganju bila,
vrlo vjerojatno, dva izbora izvedbe luka: elipticni i
ovalni luk trostrukog sredista®.

Elipti¢ni luk predstavlja gornju polovicu elipse Siroke
dvije poluosi, a visoke jednu poluos. Sli¢no pret-

hodnim primjerima odredivanja jednadzbe kruznice,

ucenicima se kao zanimljiv zadatak moze svidjeti i
odredivanje jednadzbe elipse koja opisuje luk sa
slike 4, alii sloZeniji zadatak odredivanja jednadzbi
triju kruznica i medusobnog poloZaja njihovih sre-
dita svojstvenih ovalnom luku sa slike 6. Na obje
slike primjetna su odstupanija idealne krivulje od
stvarnog oblika nastala zbog, manjim dijelom ne-
savrSenosti graditeljske izvedbe, a ve¢im dijelom
nemogucnosti izbora idealnog polozaja za korekt-
nu fotografiju. Sigurno je kako ove sitne anomalije
nece umanijiti vrijednosti ovog pristupa.

Zadatak. Odredite jednadZbu elipse koja se najbo-
lje podudara sa zadanim lukom.

Pod jednadzbom elipse podrazumijeva se kanon-
ska ili osna jednadZba elipse, dana izrazom:
2
X
pes Y1
a2 b2

gdje su ai b velika i mala poluos elipse.

4 Dvije decimale mogu se oitati tek paZljivim pribliznim izborom to¢aka uz naredbu Zoom.

5 Cesto se zove basket-handle arch jer podsjec¢a na luk ruke na kosari.
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Proizvoljnim i pogodnim izborom toCke za srediste
koordinatnog sustava, ne mijenjaju se parametri
elipse, ali se izratun ¢ini jednostavnijim, tako da
je srediste koordinatnog sustava u sjecistu velike
i male poluosi elipse. Zadaca odredivanja jed-
nadzbe elipse sa slike 4 je vrlo jednostavna i svodi
se na oCitanje duljina velike i male poluosi iz koor-
dinata rubnih to¢aka. Koordinate gornjeg tiemena
elipse u istaknutom koordinatnom sustavu priblizno
su C(0,1.14), a koordinate najdaljih tiemena od
sredista su A(—2,0) i B(2,0). Kako je velika po-
luos a = 2, a mala poluos b = 1.14, jednadzba
elipse jest:

X2 e

—+

=1
22 114

Nista tezu zadac¢u ucenicima ne predstavlja izratun
zarista elipse, njezinog linearnog i numerickog ek-
scentriciteta. Slozenija inaCica ovog zadatka bila
bi odredivanje kanonske jednadzbe elipse zadane
trima to¢kama koje nisu tiemena elipse. Dobivena
rieSenja, odnosno jednadzbe na ova dva nacina su
usporediva i korektivna, $to je pogodno pri odabiru
grupnog rada s heterogenim grupama.

Slika 4.

Ovalni luk trostrukog sredista karakteriziran je trima
kruznicama K, ki i ko od kojih su dvije bocne Ky i
ko sukladne. Tocka spoja kruznica T zajednicka im
je, kao i tangenta t na obje kruZnice u toj tocki. Luk
sa slike pocinje u tocki A, a zavrSava u B, uz uvjet
dasutocke A S, S i B kolinearne.

6 Formule preuzete (A. Alcayde et al., 2019).

Slika 5.

Veli¢ine koje odreduju oblik ovalnog luka jesu Sirina

| = AB, odnosno polovina njezine duljine, d = >

i visina h = OC luka, iz kojih su dobiveni polumjer
R sredignje i polumier r boc¢nih kruznica®:;
R_ d?+h?+(d—h)-vd?2 + h?
N 2h
o d?+h? —(d—h)-vd? + h?
N 2d '

Za poseban luk sa slike 4 traZzene se vrijednosti

|
d= 5= 2mih = 114 miscitaju iz “metrizira-
ne” slike, odnosno slike s koordinatnim sustavom
jedini¢ne duzine E = 1m, takodaje R=3.21m
ir=0.83m.

Zadatak. QOdredite jednadZbe triju kruznica koje
odreduju ovalni luk trostrukog sredista.

Slika 6.

Kao i u prethodnom zadatku s elipsom, izbor ko-
ordinatnog sustava ostaje isti. Za kruznice Ky i
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ko istih polumjera r = 0.83 m sredista su osno
simetriéna s obzirom na ordinatu i lako se do-
biju jer su poznate koordinate to¢aka A(—2,0)
i B(2,0), tako da su nakon uveéanja i umanje-
nja apscisa to¢aka za polumijer r njihova sredista
S1(—1.18,0) i $(1.18,0). Uz poznati polumjer
jednadzbe kruznica kq i Ky su:

ki...(x+1.18)% +y? = 0.83°
kp...(x —1.18)% + y* = 0.832.
Sli¢an je pristup i izrac¢unu kruznice K, gdije je zgod-
no iskoristiti vrénu to¢ku C(0, 1.14) iz zadatka s

elipsom kako bi se dobile koordinate sredista odu-
zimanjem polumjera R = 3.21 m od y-koordinate:

S(0,1.14 — 3.21) = S(0, —2.08).
JednadZba sredi$nje kruznice K je:
K...x* + (y+208)% = 3.21%.

Ovdje valja nhapomenuti i moguénost izbora meto-
de odredivanja jednadzbe kruznice dane s tri tocke
gdje je potrebno iz slike odabrati tri tocke. Ovaj za-
datak, uz prethodni zadatak s elipsom, omogucéava

rad u viSe heterogenih skupina, odredenih tezinom
i zahtjevom zadataka, ali i njihovim vrednovanjem,
§to uvelike ovisi o kreativnosti i agilnosti samih nas-
tavnika matematike.

Izvod polumjera ovalnog luka

Prakti¢an zadatak na terenu jest ovalnim lukom pre-
mostiti udaljenost | i visinu h, a prakti¢an problem
odrediti polumjere Ri r koji su dani u gotovom ob-
liku. U ovom ¢e odijeljku biti apostrofirana primjena
analiticke geometrije u izvodenju gore prikazanih i
upotrijebljenih formula, uz postovanje zakonitosti i
zahtjeva graditeljske struke.

Na slici 7 prikazan je ovalni luk izmedu to¢aka A
i Bdulinel = 2divisine h. Tocke S S i S su
sredista redom srediSnje i bo¢nih kruznica. Valja
primijetiti i pravokutan trokut AACD i njemu upisa-
nu kruznicu k(Ty, T1E) &iji je polumijer T1E okomit
na AC. Odmah na podetku, vazno je istaknuti kako
je zahtjev graditeljske struke (zbog prijenosa nlgp—

rezanja u lukovima) najmanji omjer polumjera T

Slika 7.
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Neka je p = T1E polumijer kruznice k(Ty, T1E)
upisane u AACD. Uzmu li se T;A i T1C za osi,
jednadzba pravca kolinearnog s AC u segment-
nom, tj. implicitnom obliku glasi:

AngJrE:l —— hx+dy—dh=0.

Udaljenost tocke T1(d — p,h — p) od pravca AC
je p:
h(d—p) +d(h—p)—dh
NGNS —P

odakle se dobije

p_d+h—\/d2+h2

2
$to za srediste upisane kruznice T1(d — p,h — p)
daje:
. <dh+\/d2+h2 hd+\/d2+h2>
1 , .
2 2

Iz okomitosti T1E na AC, jednadzba pravca to¢kom

T1(d — p,h — p) i nagibom d daje:

h
v h—d++v/d?+h?
2

d
h 2

d (X d—h+\/d2+h2>
= [ ).

Promatramo i promjene po Yy, odnosno kada je
X = 0za polumijer sredisnje kruznice dobije se:

24+ h24 (d—h)- Va2 4+ R

R
2h ’

a uslu¢ajuy = 0 bit ¢e:

@4 (d—h) VPP
- 2d '

Zakljucak

Prikazan je jo$ jedan u nizu primjera i primjena ma-
tematike u oblikovanju ¢oviekova Zivotnoga pros-
tora, ali i vremena. Vedi dio povijesti ljudskoga
stvaralastva najbolje oslikavaju graditeljska djela,
jednako kao $to to Cine i znanstvena i umjetnicka.
Na kreativnim i mastovitim djelima najbolje je uciti,
nadogradivati i proSirivati nemala stec¢ena znanja.
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