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AB � 
��������
 �
���
� C �
 �	��� ������� AC �CB
�
 ��������� ������
 �
 �
 �
 �� 
� ��� ������� ������� AB
�������� ����� ������� ����
 � 
� ���� ������� �����

������� �������� ��
  �� ������� >����
 D?!
C

a b

A B

a + b

%
��� 0;

� ����� ���

#
������
� ���
 �� |AB| = a + b ������
 �������

AB����� �� a > b > 0 ����
 �� C �
���
 �
 �������

AB >�
 �������
 
� �
��
 �
 A �B?����� �� a = |AC|�
b = |CB| �
 �	
 �
 	������@

a + b
a

=
a
b
. (1)

( 
 �
 ��
 �
 � ��
�  =
a + b

a

(
=

a
b

)
�
 ��	
 � 


������� ��	
��� ��
 ���� 
 �
 �
���
 C �������������

AB � ��
 ��
� 
� ���� !

���� 
 �� ��� 
���� �
 ��
1


=
b
a

��
��	
 � 


 =
a + b

a
= 1 +

b
a

= 1 +
1


,


�
 ��� �������@

 = 1 +
1


. (2)

'� ���������
 >6? � �
���
 �������� �
 �	
 ��
 ��
 ����

�
 ����
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2 −  − 1 = 0 (3)

�
�
�� � ����� ���
 ��
 ��
�
 �����
��	�1 =
1 +

√
5

2
�

2 =
1 −√

5
2

����� ��1 > 0 �2 < 0!4��� ���
�

� 
�����
� �	���
 a > b > 0 �
 ��
 ���
� ���  =
a
b

� �
���
 �� > 0�� �
�
 �� ��
 ���
� ��� �
 ����
 �
� @

 =
1 +

√
5

2
, (4)

���� �� ≈ 1.6180339887 � ��������
 	������
����
 ��

�
� 
� ���
 !

#
����� ���� ���
 �
� >G?��� ���������
 >6? � �
���
 ��

1


=  − 1 =
−1 +

√
5

2
, (5)

���� ��
1

≈ 0.6180339887 � ��������
 	������
�����

��� �
���� 	������
�����
 ��
� 
� ���
 !
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�2 =
1 −√

5
2

���	!1����
2����� ���� �	
 ��
 ���
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 �
 �� � 
��� �
������
 �� ��
 ���
� �

��� =
1 +

√
5

2
(= 1) ���
 �
 ���
�2 =

1 −√
5

2
��������
 �����
��	��
 �
�� 	�������
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><? 	������1 + 2 = 1 �1 · 2 = −1! 4���
�

1 ·2 = −1 � 
	�
 ���j = − 1
i

�
 � 	
 ��i, j = 1, 2�

i �= j�� �
�
 ���������1 + 2 = 1 � 
���� 
 � �� 
 �

��� 
����� i = 1 − j = 1 +
1
i

�
�
 ��� �������

i − 1
i

= 1�i = 1, 2!

/
 � ��� �� 
 ������
 ����� ><? � 
�����

2 =  + 1, (6)
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4���� ���
 �	���� 
 % ��
�
 �����	� ��
��	��� �
� 
�

���� 
 �
 �� ���� � 
������� n ��
 ��
� 
� ���
 � � ���
��

��� ��� � 
����
� n ∈ N!

� 
����
� �
 �
 �
 �� ��
 ���
� ���  � 
��� �����

�
 ��	
 �����
 
 � 
������
 1 ����
 �� �
 �
 ����
 �


�
 ��� � 
������ ���
 ��� ��� ���
� ���������
 >H?�

� � 
� 
 �� �
��� �� 
���*��� � 
������� n ��
 ��
�


� ���
  �
 � 	
 ��n ≥ 3�� �
���
 �� ������ ���������

����@

1 = 1 ·  2 = 1 ·  + 1

3 = 2 ·  + 1 4 = 3 ·  + 2

5 = 5 ·  + 3 6 = 8 ·  + 5

7 = 13 ·  + 8 8 = 21 ·  + 13

9 = 34 ·  + 21 10 = 55 ·  + 34

11 = 89 ·  + 55 12 = 144 ·  + 89...

'� �
 	������ � 
������
 ��
 ��
� 
� ���
 �
 ��� ���� ��

�
 ����
 ����
���������� 
������
 n �
 � 	
 ��n ∈ N
�
 
 ���
�
������
 �
	�� 
������
 n �
 � 	
 ��n ≥ 2
��
 ��
� 
� ���
  �	
�� ���
 ��� �����
 � �� �����

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144 . . . (7)
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�	���� 
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��
 �� (Fn) �
 % ��
�
 �����	 ��������

Fn 
��
 ��
 	
 ����
	 n������
 ��
 � 	
 ��n ∈ N��
 �


� ����
 ��
���� 
 >E? � 
���� 
 � �� 
 ��@

F1 = 1, F2 = 1, Fn+2 = Fn+Fn+1, n ∈ N.
(8)
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 +
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�
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�

�
 ���� �� ��� � ������
 +
�� ��
 �
 Fn�� 
��
 �
 � 
�
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� .����
	
 +
�� ��
 @

Fn =
1√
5

((
1 +

√
5

2

)n)
,

��!Fn =
1√
5
(n − (−1)n−n) 
 �
 �� 
�������� 


����
 �
� ��
1 +

√
5

2
=  �

1 −√
5

2
= − 1


! �
�

�
 ���� 
 .����
	� +
�� ��� � 
 ��� 
 �����
� ��������

�
� !

• ���� �������	
@�
 n = 1 �n = 2 	������

1√
5
(1 − (−1)1−1)

=
1√
5

(
1+

√
5

2
−1−√

5
2

)
=1=F1,

1√
5
(2 − (−1)2−2)

=
1√
5

⎛
⎝(1+

√
5

2

)2

−
(

1−√
5

2

)2
⎞
⎠=1=F2,

��!.����
	
 +
�� ��
 	�������
 n = 1 �n = 2!

• ��
���
����� �������	
@� ���� 
� �
 	�� 
 �
 +
��

� ��
 	�������
 n = k �n = k − 1���!

Fk =
1√
5

(
k − (−1)k−k

)
,

Fk−1 =
1√
5

(
k−1 − (−1)k−1−(k−1)

)
.

1 � � �� 
��� �" ��� � � ��� � ��'�� � - ���� �	 �� F�"� �00?1;G 05.1;� � ���� ����� � �	 �� 	�� ��� E ����� ���

�2
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• ����� �������	
@ �
�
 ���� 
 �
 �
 n = k + 1

	������Fk+1 =
1√
5

(
k+1 − (−1)k+1−(k+1)

)
!

4��� 
 >;? �������

Fk+1 = Fk + Fk−1

=
1√
5

(
k−(−1)k−k

)
+

1√
5

(
k−1−(−1)k−1−(k−1)

)
=

1√
5

(
k−1(+1)−(−1)k−1−k(−1+)

)
=

1√
5

(
k−1 · 2 − (−1)k−1−k · 1



)
=

1√
5

(
k+1 − (−1)k+1−(k+1)

)
,

�� �
 �� �����
 �
 �
�
 �
 ��!4��� 
 � ������ � � 
 ���

� 
 ������ ��������� �	����
 	�������
 � 	
 ��n ∈ N!

#
����� ���� >;? � �
���
 ���
 � 
������� ��
�
  � � ���

�
���� ��� � 
����
� � 
���� 
 �
 � �� 
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n = Fn ·  + Fn−1 (9)
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1
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2
1

= 2,
3
2

= 1.5,

5
3
≈ 1.667,

8
5

= 1.6,
13
8

= 1.625,

21
13

≈ 1.615,
34
21

≈ 1.619,
55
34

≈ 1.618,

89
55

≈ 1.618 . . .
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= .
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Fn+1

Fn
=

n+1 − (−1)n+1−(n+1)

n − (−1)n−n

=
n( − (−1)n+1−1 · −2n)

n(1 − (−1)n−2n)

=
 − (−1)n+1−1 · −2n

1 − (−1)n−2n
.
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(
−1+

√
5

2

)2

=
6−2

√
5
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lim
n→∞

Fn+1

Fn
= lim

n→∞
 − (−1)n+1−1−2n

1 − (−1)n−2n
= .
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F2
1 + F2

2 + ... + F2
n = Fn · Fn+1, n ∈ N. (10)
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12 = 1 · 1
12 + 12 = 1 · 2,

12 + 12 + 22 = 2 · 3,

12 + 12 + 22 + 32 = 3 · 5,

12 + 12 + 22 + 32 + 52 = 5 · 8,

12 + 12 + 22 + 32 + 52 + 82 = 8 · 13.
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F2
1 + F2

2 + ... + F2
k = Fk · Fk+1.
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F2
1 + F2

2 + ... + F2
k + F2

k+1 = Fk+1 · Fk+2.
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F2
1 + F2

2 + ... + F2
k︸ ︷︷ ︸

=Fk·Fk+1

+F2
k+1 = Fk · Fk+1 + F2

k+1

= Fk+1(Fk + Fk+1)
= Fk+1 · Fk+2.
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2, 1, 3, 4, 7, 11, 18, 29, 47, 76, 123, . . . (11)
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L1 = 2, L2 = 1, Ln+2 = Ln + Ln+1, n ∈ N (12)
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Ln+1 = Fn−1 + Fn+1, Fn−1 =
Ln−1 + Ln+1
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Ln = n−1 + (−1)n−1 · −(n−1). (13)
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Lk = k−1 + (−1)k−1 · −(k−1).
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Lk+1 = k−2 + (−1)k−2 · −(k−2) + k−1

+ (−1)k−1 · −(k−1)

= k−1

(
1+

1


)
+(−1)k−1·−(k−1) (1−)

= k + (−1)k · −k.
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n , (14)

�Pn = Fn+1 · Fn+2 (15)
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�Pn = �Kn+1 + �Pn−1 . (16)
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|AE|
|AB| =

|AB|
|BE| = . (17)
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√
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√
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. (18)
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√
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= . (19)
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a + b
a

= , (21)
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�"��� ��� DF  �
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4 � ��� ������ � 	� �� ��'��� C � ��" ��� � �� ��� ���� ��'��� D �F ����� ��� �� �� �� �� �� � ���� ��'�� B
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|AF| = |AD| = a� |FB| = |AB| − |AF| = b �

	������@
a + b

a
=

a
b

= . (22)
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�
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���
 E ���������
 ���� DC � ��
 ��

�
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a + b = a ·  (23)

a = b · . (24)
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|GC| = |FB| = b �|BG| = |BC| − |GC| = a − b

�	������
a
b

=
b

a − b
= �
�
 ��� � �
���
 ��@

b = (a − b) · . (25)
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� �� |HE| = |GC| = b �|FH| = |BG| =
a − b!
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b−(a−b) = 2b−a �	������
b

a − b
=

a − b
2b − a

= �


�
 ��� � �
���
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a − b = (2b − a) · . (26)
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K1=a+b, K2=a, Kn+2=Kn−Kn+1, n ∈ N.
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�ABCD = (a + b) · a = a2 · . (28)
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