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Uvod

Sveprisutnost matematike nije tesko uociti, stoga
se ona ne naziva bezrazlozno temeljnom i univer-
zalnom znanosc¢u. Vrlo Gesto se matematika pove-
zuje s jednadzbama i formulama, medutim, prona-
lazi se i u razlicitim aspektima i razdobljima ljudskog
postojanja zbog njezine veze izmedu Covjeka i pri-
rode. Primjerice, iracionalan broj nazvan zlatnim
omjerom (ili zlatnim rezom) i krivulja nazvana zlat-
nom spiralom, zanimljive su i neobi¢ne poveznice
izmedu matematike i tehnike, umijetnosti, arhitektu-
re, graditeljstva, dizajna i prirode.

Mnogi istrazivaci pronalaze zlatni omjer i zlatnu spi-
ralu u prirodi, u strukturama suncokretovih sjemen-
ki i Skolike nautilus, gradi CeSera, raznim oblicima
nekih biljaka, gradi tijela nekih Zivotinja, pa i ljuds-
kog tijela kao i u spiralnim galaksijama u svemiru,
ali takoder i u arhitekturi, graditeljstvu i dizajnu na
primjerima primjena proporcija zlatnog omjera.

S druge strane, u¢estalo je poimanije da je primjena
zlatnog omijera i zlatne spirale u arhitekturi i umjet-
nosti ponekad slu¢ajna, s argumentacijom da nije
uvijek poznato jesu li ih autori tijekom povijesti ci-
liano upotrebljavali u svojim djelima ili su pak u tim
djelima naknadno otkrivane njihove povezanosti s
osobitostima zlatnog omjera i zlatne spirale. Na-
ime, zlatni omjer je iracionalan broj, nemoguce ga
je dosti¢i, stoga se uvijek u svim njegovim prim-
jenama koristimo njegovom pribliznom vrijednosti,

s

/latni omijer,

¢ime se direktno namece pitanje: kojom se prib-
liZnom vrijednosti zlatnog omjera Koriste istrazivaci
kad zlatni omjer povezuju s raznim oblicima u pri-
rodi ili u umjetnic¢kim i arhitektonskim djelima? No,
neovisno o tome, tijekom povijesti se u razlicitim
podrucjima ¢ovjekova Zivota, zlatni omjer najcesce
povezivao sa skladnoséu, vizualnom harmonijom i
llepotom. Zlatni omjer bio je poznat u Egiptu ¢ak
prije 2500 godina, pronalazi se u anti¢koj arhitek-
turi, Indiji, Kini i islamskoj arhitekturi. Stolje¢ima
oCarava matematicare, znanstvenike, umjetnike, fi-
lozofe i arhitekte koji su otkrivali zlatni omijer sva-
ki put u nekom novom obliku, a u danasnje do-
ba iznova pobuduje interes za njegovo detaljnije
prou¢avanje u svim sferama ljudske djelatnosti.

S motivacijom raznolikosti sveprisuthog pojavljiva-
nja zlatnog omijera i zlatne spirale, u ovom ¢lanku
¢emo ih detaljnije objasniti te argumentirati neka
njihova svojstva, pri ¢emu ¢emo takoder istaknuti
povezanost potencija zlathog omjera s Fibonacci-
jevim brojevima i obrazloZiti pojam zlatnog pravo-
kutnika koji se povezuje sa zlatnim omjerom i kons-
trukcijom zlatne spirale.
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Zlatni omjer

O zlathnom omijeru pisali su stari Grci, umjetnici re-
nesanse, astronomi 17. stolje¢a i romanopisci 21.
stolje¢a. Pojavio se i u pri¢i Starog zavjeta kada je
Bog rekao Mojsiju da napravi kov¢eg dva i pol lakta
dug, lakat i pol Sirok i lakat i pol visok, gdje je omijer
navedenih mjera priblizno jednak zlatnom omijeru.
lako nije to¢no poznato kada je zlatni omjer prvi put
otkriven i primijenjen, pretpostavlja se da je viSe pu-
ta otkrivan u razli¢itim povijesnim razdobljima.

Tijekom povijesti su neki istrazivaci i znanstvenici
smatrali da se prvi tragovi zlathog omjera nalaze u
dizajnu Fidijinih skulptura, stoga je u 20. stoljec¢u fi-
ziCar Mark Barr (1871. —1950.) oznacio zlatni omjer
grekim slovom ¢ (fi) u Cast slavnom starogrékom
kiparu i matematicaru Fidiji (Phidias 480. — 430. pr.
n. e.), a ta se oznaka koristi i danas.

Talijanski matematiCar Luca Pacioli (1445. - 1517.)
bio je toliko o¢aran zlatnim omjerom da je u svo-
jem djelu De divina proportione argumentirao ka-
ko bi ga trebalo nazivati boZzanskom proporcijom
(bozanskim omjerom) te je napisao: “bez mate-
matike nema umjetnosti.”

Prvu zabiljezenu definiciju zlatnog omjera nalazimo
u petom poglavlju knjige Elementi, grckog matema-
ticara Euklida (325. — 265. pr. n. e.), gdje je duzina
AB podijeliena totkom C na dvije duzine AC i CB
razli¢itih duljina tako da je omjer duljine duzine AB
i duljine dulje duZine jednak omijeru duljine dulje
duZine i duljine kra¢e duZine (slika 1).
A C B

N a o b y,

a+b

Slika 1. Zlatni omjer

Konkretno, neka je |JAB| = a + b duljina duZine
AB, gdje je a > b > 0ineka je C tocka na duzini
AB (razlitita od to¢aka A i B), gdje je a = |AC|,
b = |CB| takva da vrijedi:

a+b

a

a b
b

Tada realan broj ¢ = at (: %) nazivamo

a

(1)

zlatnim omjerom i kazemo da tocka C dijeli duzinu
AB u zlathom omjeru ¢.

1 b
Uzimajuci u obzir da je 6 = —, dobivamo
a

b b 1
o= 2oy,
a ¢
odakle slijedi:
1
O=1+—. (2)
o

Iz identiteta (2) proizlazi sliede¢a kvadratna jed-
nadzba:

¢ —¢—1=0 (3)
1+V5

kojoj su rieSenja iracionalni brojevi ¢; = i

e 2
1-+5
h=—

a
pocetnog uvieta a > b > 0 na zlatni omjer ¢ = b

,gdjeje ¢ > 0i ¢, < 0. Primjenom

proizlazi ¢ > 0, stoga je zlatni omjer dan izrazom:
1+/5

2 )
gdjeje ¢ ~ 1.6180339887 priblizna vrijednost zlat-
nog omijera.

0= (4)

Koriste¢i se izrazom (4), iz identiteta (2) proizlazi
(5)

1
gdje je 6 ~ (0.6180339887 priblizna vrijednost re-
cipro¢ne vrijednosti zlatnog omjera.
Nadalje, iz (2) proizlazi sljedeca tvrdnja.
Razlika zlatnog omjera i njegove reciprocne
vrijednosti jednaka je jedan.

Primijetimo da navedena tvrdnja vrijedi i za realni

1—+/5
broj ¢, = , tzv. “drugo” rie$enje kvadratne

jednadzbe (3). Lako se moze uociti da su zlatni om-

145 15
2 2

jerg = (= ¢) irealan broj ¢, =
jedini realni brojevi za koje vrijedi navedena tvrdnja
jer su oni ujedno jedina realna rjeSenja kvadratne
jednadzbe (3).

S druge strane, primjenom Viéteovih formula pro-
izlazi da za rjeSenja ¢, i ¢, kvadratne jednadzbe
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() vrijedi ¢1 + ¢ = 1i ¢y - ¢ = —1. Pritom

¢1- ¢ = —1 povlaci ¢; = —% zasvakii,j=1,2,

i # j, stoga identitet ¢; + ¢, = 1 moZemo pisa-

tiuoblku ¢y =1—¢; =1+ % odakle slijedi
1

1

o, ——=1i=1,2
o
Zapisemo li jednadZbu (3) u obliku
> =0+1, (6)

tada dobivamo da je vrijednost kvadrata zlatnog
omjera za jedan vec¢a od njegove vrijednosti.

Fibonaccijevi brojevi i
Fibonaccijeva spirala

Fibonaccijevi brojevi i potencije
zlathog omjera

Prije nego uvedemo Fibonaccijeve brojeve, promo-
trimo najprije potencije ¢" zlatnog omjera s prirod-
nim eksponentom n € N.

S obzirom na to da se zlatni omjer ¢ moze ujed-
no shvatiti kao potencija ¢' &ija je baza jednaka
¢, a eksponent je jedan i primjenom identiteta (6),
s pomocu kojeg se odreduju potencije ¢" zlatnog
omjera ¢ za svaki n > 3, proizlaze sljiedeci identi-
teti:

o'=1-¢ o =1-¢+1
P=2-0+1 o' =3-¢+2
¢$>=5-9+3 9°=8-9+5
¢'=13-¢0+8 9> =21-¢+13

¢’ =34-9+21 ¢'°=55-9+434

0" =899 +55 ¢2=144-¢9+89...
Iz navedenih potencija zlatnog omjera naslucuje se
da linearni koeficijenti potencija ¢" za svakin € N

kao i slobodni ¢lanovi potencija ¢ za svakin > 2
zlatnog omjera ¢ tvore jedan te isti rastu¢i niz

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144 ... (7)

kojemu su prva dva ¢lana jednaka jedinici, a svaki
sliedeci ¢lan, pocCevsi od treceg, jednak je zbroju
njegovih prethodnih dvaju Clanova. Niz (7) poz-
nat je pod imenom Fibonaccijeva niza', a njegovi
¢lanovi pod imenima Fibonaccijevih brojeva.

Uvedemo li oznaku (F,) za Fibonaccijev niz, gdje
F, oznatava njegov n-ti ¢lan za svakin € N, tada
u suglasnosti sa (7) mozemo pisati:

Flzl, F2:17 Fn+2:Fn+Fn+17 neN.

(8
Izrazom (8) je dana rekurzivna formula kojom se
definiraju Fibonaccijevi brojevi. S pomocéu nje do-
kazuje se eksplicitna formula za F,,, poznata pod
nazivom Binetova formula:

1 1+v5)"
a(C)

1
ti. F,, = —= (0" — (—1)"¢~") ako upotrijebimo
j \/§(¢> (=1)"¢™") potrij

1 5 1—+v/5 1
jednakosti +2f =¢i 2\[ = ——. Do-

kazimo Binetovu formulu matemati¢ckom indukci-
jom.

e Bazaindukcije: zan = 1 in = 2 vrijedi

1 _
ﬁ(‘l)l*(*l)w D)

1 [(1+V5 1-/5
L 2.2
%((l’ —(=1)%¢7)

2 2
1 1+V/5 1-V/5
= — :1:F27
V5 2 2
tj. Binetova formula vrijedizan = 1in = 2.

e Pretpostavka indukcije: pretpostavimo da for-
mulavrijedizan =kin =k — 1, .

_ L
Vs

b k=1 = (k=)
Fk_lfﬁ(¢ (~1)1gmon).

Fy (¢F = (=1)*¢7),

! po talijanskom matemati¢aru Leonardu iz Pise (1170. — 1250.) poznatiiem pod nadimkom Fibonacci
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e Korak indukcije: dokazimo dazan = k+ 1
vrijedi Fisy = \% (¢4 — (=1)kHlg=(ktD),
Prema (8) slijedi
Fiiy = Fr+ Fry

(0~ (=107

T (¢k—l_(_1)k—l¢—(k—l))

= —= (0" (o1~ (=1) "o (~1+9))

7
R Ve VA pu e |
ﬁ(¢ 0 — (1) ¢)

_ ﬁ (¢k+1 - (71)k+1¢7(k+1)) 7

Sto je i trebalo dokazati. Prema principu mate-
matiCke indukcije tvrdnja vrijedi za svakin € N.

-Gl -
W

Koriste¢i se (8) proizlazi da potencije broja ¢ s pri-
rodnim eksponentom mozemo zapisati u obliku:

’1:Fn'¢+Fn—l (9)

za svaki n > 2. Promatramo li niz

1 2 3
3 ~ 1.667, 3§ = 1.6, g = 1.625,
g R 1615, S~ 1619, =7~ 1618,
S5~ LoI8

F,
sastavljen od kvocijenata L svakin dvaju su-

n
sjednih ¢lanova Fibonaccijeva niza (F,), n € N,
tada se pokazuje da taj niz tezi (konvergira) prema
zlatnom omjeru ¢.

Drugim rijeCima, vrijedi

F,
lim —2 = .

n—oo Fn

Dokazimo tu tvrdnju. Koriste¢i Binetovu formulu

kvocijent —“L zapigemo ovako:
n
Fn+l ¢n+1 _ (_1)n+l¢—(n+l)
Fn B ¢n - (71)"(])7”

00— (1)t
¢n(1 _ (_1);1¢—2n)
_ q) _ (_1)n+l¢—l . ¢—2n

1 _ (_1)n¢—2n
2
—1+/5 6—2/5
Budu¢ida je ¢ 2= V5 = \f<1,
2 4
sliedidaje lim (¢—2)" = O paje
_ (_1\nt+lp—14—2n
lim Frl gy @ U0

n— 00 Fn B n— 00 1 — (—1)”¢_2”

Dokazimo sada jos$ jedno zanimljivo svojstvo Fibo-
naccijevih brojeva.
Zbroj kvadrata prvih n Fibonaccijevih brojeva
Jjednak je umnosku n-tog i (n + 1)-vog
Fibonaccijeva broja i pisemo:

Fi+F+ .. +F:=F, F,., ncN. (10)

Konkretno, za prvih nekoliko prirodnih brojeva iz
(10) proizlazi:
=11

124+12=1-2,
12+ 12 42*=2-3,
12+124224+32=3.5,
1P+ 12 422432457 =58,

PP+ 12422432457 +8 =8-13.
Identitet (10) dokazuje se matemati¢kom indukci-
jom.

e Baza indukcije: zan = 1 provjeravamo vrijedi
lidaje F? = F - F».

Uvrstavanjem vrijednosti Fibonaccijevih bro-
jeva F| = F, = 1 dobivamodaje 1> =11
odnosno 1 = 1, stoga zaklju¢ujemo da vrijedi
baza indukcije.

e Pretpostavka indukcije: pretpostavljamo da
(10) vrijedi za n = k, odnosno da vrijedi:

Fi4+F+ ..+ F =Fp-Fryy.

broj 117 / godina 24. / prosinac 2022.



e Korak indukcije: dokazimo dazan = k+ 1
vrijedi (10). Dakle, treba dokazati da vrijedi:

FI+F5+ ...+ Ff + Fi = Fr1 - Fropo
Primjenom pretpostavke indukcije dobivamo:

F{ + F5 + ..+ F{ +Fj = Fi- Fron + Fiy

=F-Fiy

= Fi1(Fx + Fiy)
= Fr1 - Frya

Time je identitet (10) dokazan.

Francuski matematiCar Edouard Lucas (1842. —
1891.), proucavajuc¢i Fibonaccijev niz, do$ao je do
saznanja da omjer svaka dva susjedna ¢lana niza

2,1,3,4,7,11,18,29,47,76,123,... (11)
(po njemu nazvanog Lucasovim nizom), poput Fi-
bonaccijeva niza, teZi prema zlatnom omjeru ¢ ili

prema njegovoj reciprocnoj vrijednosti 5

Pritom su 2 i 1 prva dva ¢lana Lucasova niza (11)
i svaki je njegov Clan, pocCevsi od tre¢eg, jednak
zbroju njegovih prethodnih dvaju Clanova. Oz-
nacimo li s (L,) Lucasov niz kojemu je L, n-ti ¢lan,
tada u suglasnosti s (11) definiramo:

L = 27L2 = 17Ln+2 =L, + Lyy1,n € N (12)

Usporedivanjem Fibonaccijevih i Lucasovih broje-
va prikazanih u tablici 1, dolazimo do zakljucka da
se njihova medusobna povezanost moze iskazati
identitetima

Lnfl + Ln+1

Ln+1 :F1171+Fn+17 F,_1 = 5

zasvakin € N, n > 2.

n 123456 7 8 9 10 11 12 ..
F,11235 8 13213455 89 144 ..
L, 213471118 29 47 76 123 199 ...

Tablica 1. Fibonaccijevi i Lucasovi brojevi

Nadalje, primjenom matemati¢ke indukcije, do-
kaZimo da za svaki prirodan broj n vrijedi:

Ly=¢"""+ (=" 70" (13)

e Baza indukcije: zan = 1 provjeravamo vrijedi
lidaje Ly = 2. Lakosevididazan = 1iz (13)
proizlazi L; = ¢°+(—1)°-¢° = 2, stoga vrijedi
baza indukcije.

e Pretpostavka indukcije: pretpostavimo da za
prvih k prirodnih brojeva vrijedi

Lk _ (pkfl 4 (71)/{71 . (Pf(kfl)'

e Korak indukcije: dokazimo dazan=k+ 1
viiledi Ly = ¢ + (=1)F - ¢7* Koris-
te¢i se (12) slijedi Lyy1 = Lyg—1 + Lg, gdje je
Ly = ¢ 2 4+ (1) 2972 1 = 1
(—1)*=1. ¢=* =1 (po pretpostavci indukcije),
stoga dobivamo:

Lk+l — ¢k—2 + (_1)k—2 . ¢—(k—2) + ¢k—l
+ (_l)k—l . ¢—(k—l)

_ k=1 1 VK1 s —(k—1) (1
’ (1+¢)+< 1= 6D (1-¢)

= + (-1 97"

1
Pritom smo se koristili identitetima 1 + 5 =0Qi

1 —¢=(—1)-¢" vidi (2),isvojstvommnoZenja
potencija jednakih baza. Time je identitet (13)
dokazan.

Sli¢no kao za Fibonaccijeve brojeve, vrijedi sljedeci
limes
L
lim =L = .

n—oQo n

Fibonaccijeva spirala

Svakom Fibonaccijevu broju F,, n € N moze se
pridruziti kvadrat K,,, n € N kojemu je duljina stra-
nice jednaka Fibonaccijevu broju F,. Pritom K,
nazivamo Fibonaccijevim kvadratom.

K

Kl Kl
5/
K,

Slika 2. Fibonaccijeva spirala
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Konstruiramo li Fibonaccijeve kvadrate K,,, n € N i
u svakome od njih Cetvrtinu kruznice sa srediStem
u jednom vrhu kvadrata K,, polumjera F;, koja spa-
ja dva odgovarajuc¢a nasuprotna vrha kvadrata K,,
kako je prikazano na slici 2, tada dobiveni kruzni
lukovi tvore Fibonaccijevu spiralu.

Uocimo da se spajanjem prvih dvaju Fibonaccije-
vih kvadrata K i K, dobiva pravokutnik P; Cije su
duljine stranica jednake Fibonaccijevim brojevima
F, = 1iF; = 2. Unastavku ¢emo pravokutnike
kojima je duljina stranica jednaka Fibonaccijevim
brojevima nazivati Fibonaccijevim pravokutnicima.
Nadalje, ako Fibonaccijev pravokutnik P; spojimo
s Fibonaccijevim kvadratom K3, kako je prikazano
na slici 2, onda dobivamo Fibonaccijev pravokutnik
P> Cije su duljine stranica jednake Fibonaccijevim
brojevima F3 = 2 i F, = 3. Analogno, Fibonacci-
jev pravokutnik P3 dobiva se spajanjem Fibonacci-
jeva pravokutnika P, s Fibonaccijevim kvadratom
K4, stoga su njegove duljine stranica jednake Fibo-
naccijevim brojevima Fy = 3 i F5 = 5. Na opisani
nacin svaki Fibonaccijev pravokutnik P; moze se
dobiti spajanjem Fibonaccijeva pravokutnika P;_
s Fibonaccijevim kvadratom K., 1, pri ¢emu su nje-
gove duljine stranica jednake Fibonaccijevim bro-
jevima Fiy1 1 Fiyp.

Uvedemo li oznake P, za povr§inu Fibonaccijeva
kvadrata K, i Pp, za povrsinu Fibonaccijeva pravo-
kutnika P, tada je:

Pk, = F2, (14)
PPn =Fp1 - Fao (15)

za svakin € N. Koristeci se identitetima (14) i (15),
pokazuje se da za svakin € N, n > 2 vrijedi:

Pe, = Pg,., +Pp

n—1°

(16)
Konkretno, iz (14) slijedi Pg,,, = F5+1 i analogno
iz (15) slijedi Pp, _, = F, - Fyy1, stoga je
PKHI + PP,,_| == Fﬁ+1 + Fn : Fn+l
== n+l(Fn+l + Fn)
= Lpt1 Fn+2 = PP,,v

odakle proizlazi identitet (16). Pritom smo se koris-
tili svojstvom (8).

2 medu njima najstarija je Euklidova konstrukcija zlatnog reza

Zlatni pravokutnik i spirala

Konstrukcija zlatnog reza

Razlikujemo nekoliko medusobno razli¢itih kons-
trukcija zlatnog reza od kojih su neke jednostavnije,
a neke slozenije’. U nastavku ¢emo objasniti jednu
od jednostavnijih konstrukcija zlatnog reza.

0.5 0.5 !
A P B E p

Slika 3. Konstrukcija zlatnog reza

Konstruirajmo najprije kvadrat ABCD cija je dulji-
na stranice jednaka jedan, a potom oznacimo s
p pravac koji prolazi vrhovima A i B tog kvadrata.
Oznactimo s P polovi§te duzine AB i konstruiraj-
mo kruzni luk sa srediStem u tocki P polumijera
|PC|. Sjeciste tog kruznog luka i pravca p oz-
nacimo tockom E, kako je prikazano na slici 3.
Tada tocka B dijeli duzinu AE u zlatnom omjeru,
odnosno vrijedi da je:

|AE| _ |AB|

aB| ~ g~ 4

Dokazimo identitet (17).

Promatramo li pravokutni trokut PBC s pravim ku-
1
tom u vrhu B kojemu su |PB| = 3 i [BC| =1

duljine kateta, a |PC| je duljina njegove hipo-
tenuze, tada primjenom Pitagorina poucka sli-

1 5
jedi |PC|> = |PB|* + |BC|* = <—> +12==

2 4
NG

odakle proizlazi |PC| = BN

5
Kori$tenjem svojstva |PE| = |PC| = % ipocetne

1
pretpostavke |PB| = 3 proizlazi |BE| = |PE| —
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5 1
|PB| = \/7_ ~ 3 odnosno:
5—-1
|BE| = \fz . (18)

S druge strane, koriste¢i se identitetom (18) i
poCetnom pretpostavkom |AB| = 1, dobivamo

5-1
|AE| = |AB|+ |BE| =1+ \/_2 , odnosno:
V5+1

AE = 5= = 0. (19)
Primjenom (18) i (19) i identiteta |AB| = 1 proiz-
o ABL_ L2 \5+1_\/§+1_¢i

IBE| 5-1 +5-1 V5+1 2

2
AE| ST
m = |AE| = ¢. Time je identitet (17) dokazan.

Zlatni pravokutnik

Zlatnim pravokutnikom nazivamo pravokutnik za
koji vrijedi da je omjer duljina njegovih stranica jed-
nak zlathom omijeru ¢.

Uzimajuci u obzir prethodno navedenu konstrukciju
to¢ke E u odnosu na kvadrat ABCD (Cija je dulji-
na stranice jednaka jedan), prikazane na slici 3,
konstruirajmo pravokutnik AEFD, gdje je tocka F
presjek pravca kroz to¢ke D i C i okomice na taj
pravac kroz toc¢ku E, vidi sliku 4.
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Slika 4. Zlatni pravokutnik AEFD

Tada za duljine stranica |AE| i |EF| pravokutnika

V5 +1
2

AEFD vrijedida je |AE| = = ¢, vidi (19),

. . |AE|

i |[EF| = |AD| = |AB| = 1, stoga je EF| ~ @,
Sto se interpretira da je omijer duljine dulje stranice
prema duljini krace stranice pravokutnika AEFD
jednak zlatnom omijeru ¢. Time je AEFD zlatni
pravokutnik za koji vrijedi identitet (17). Drugim ri-
je¢ima, na stranici AE zlatnog pravokutnika® AEFD
postoji todka B koja dijeli stranicu AE u zlatnom

omjeru ¢.

Pritom je tocki B jednoznacno pridruzena tocka* C
na stranici DF tako da ju dijeli u zlatnom omjeru ¢.

Nadalje, identitet |EF| = |AB| poviadi da se (17)
moze pisati u obliku
|AE| _ |EF|

EF| ~ JBE <0

EF
gdje omijer |B—E| = ¢ povladi da je EFCB takoder
Zlatni pravokutnik, gdje je |EF| = |BC|, |FC| =

IBE|.

Iz navedenog proizlazi da se zlatni pravokutnik
EFCB upisan u zlatni pravokutnik AEFD moze
dobiti odsijecanjem kvadrata ABCD u zlatnom pra-
vokutniku AEFD, gdje je duljina stranice kvadrata
ABCD jednaka duljini krace stranice zlatnog pra-
vokutnika AEFD.

Zlatna spirala

Konstrukcija zlatne spirale direktno je povezana s
konstrukcijama zlatnih pravokutnika upisanih u ne-
ki poCetni zlatni pravokutnik, stoga konstruirajmo
najprije zlatni pravokutnik ABCD (vidi sliku 5) ko-
jemusu|AB| = |DC| =a+Dbi|AD| = |BC|=a
duljine stranica takve da je

at+b

a

¢, (2D

gdie jea > b > 0. S obzirom na prethod-
no obrazlozeno svojstvo zlathog pravokutnika, vi-
di identitet (20), zaklju¢ujemo da na stranici AB
Zlatnog pravokutnika ABCD postoji tocka F' koja
dijeli stranicu AB u zlatnom omjeru ¢. Pritom je

3 ili analogno na stranici DF zlatnog pravokutnika AEFD postoji tocka C koja dijeli stranicu DF u zlatnom omjeru
4 primijetimo da je totka C presjek pravca kroz tocke D i F i okomice na taj pravac kroz to¢ku B
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viSe nego u udzbeniku

|AF| = |AD| = a, |FB| = |AB| — |AF| = b i
vrijedi:
a+b a
= B = . (22)

a
Tocki F jednoznacno je pridruzenatocka’ E na stra-
nici DC takva da je |DE| = |AF| =a i |[EC| =
|FB| = b, stoga totka E dijeli stranicu DC u zlat-
nom omjeru @.

Pritom iz (22) proizlazi:
at+b=a-¢ (23)
a=b-¢. (24)

Odsijecanjem kvadrata® AFED u zlatnom pravo-
kutniku ABCD dobiva se zlatni pravokutnik BCEF
kojemu su |BC| = a i |FB| = b duljine stranica,
vidi sliku 5.

D a E b C
a
A F B
Y
a+b

Slika 5. Zlatni pravokutnik sa stranicama a + b i a

Na prethodno opisani nadin, na stranici BC zlat-
nog pravokutnika BCEF postoji tocka G koja dije-
li stranicu BC u zlatnom omijeru, pri ¢emu je
|GC| = |FB| =bi|BG| = |BC|—|GC|=a—b

a
ivrijedi — = —— = ¢, odakle proizlazi:
jedi o = — ¢ P

b=(a—0)-0. (25)
Jasno, tocki G jednoznacno je pridruZena tocka H
na stranici FE tako da ju dijeli u zlathnom omijeru
¢. Pritom je |HE| = |GC| = bi |FH| = |BG| =
a—b.

Navedeni postupak nastavljamo tako da u zlatnom
pravokutniku BCEF odsijecemo kvadrat GCEH

> presjek pravca kroz toske D i C i okomice na taj pravac kroz todku F

kojemu je b duljina stranice. Time dobivamo zlat-
ni pravokutnik FBGH kojemu su |FB| = b i
|BG| = a — b duljine stranica.

Analogno gore navedenom, na stranici FB zlat-
nog pravokutnika FBGH postoji tocka I koja dije-
li stranicu FB u zlatnom omjeru, pri éemu je
|IB|=|BG|=a—0bi |[FI| = |FB| — |IB| =

b —

b—(a—b) = 2b—aivijedi —— = 2‘; — =9,
odakle proizlazi:

a—b=2b—a)- 9. (26)

Pritom je tocki I jednoznacno pridruzena tockaJ na
stranici HG koja ju dijeli u zlatnom omieru, pri cemu
je | JG| = |IB|=a—Dbi|HJ| = |FI| =2b— a.

D E C
A F I B

Slika 6. Zlatni pravokutnici upisani u zlatni pravokutnik ABCD

Na opisani nacin, upisivanjem zlatnih pravokutnika
u zadani zlatni pravokutnik ABCD dobiva se bes-
konac¢no mnogo upisanih zlatnih pravokutnika cije
duljine stranica mozemo promatrati kao elemente
padajuceg niza

a+b,a, b,a—>b,2b—a, 2a—3b,...

koji ¢emo oznaciti s (K,,) i nazvati zlatnim nizom.
Elemente K,,, n € N zlatnog niza (K,,) zapisujemo
rekurzivnom formulom:

K, :Cl+b, Ky=a, Kn+2:Kn_Kn+l7 neN.
Pritom za svaka dva susjedna ¢lana zlatnog niza
vrijedi:
K,
Kn+1
Ponavljajuci postupak upisivanja zlatnih pravokut-
nika u pocetni zlatni pravokutnik, dolazimo do jo$

= ¢. 27)

% kojemu je @ duljina stranice ujedno jednaka duljini krace stranice zlatnog pravokutnika ABCD
7 navedene to¢ke ujedno su suprotni vrhovi upisanih kvadrata u odgovarajuée zlatne pravokutnike, pogevai od zlatnog pravokutnika ABCD
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jednog zanimljivog svojstva, a to je da tocke’
AE,G,I,L,K,M,N, ..., O pripadaju krivulji koju
nazivamo zlatnom spiralom, pri ¢emu je O njezina
asimptotska tocka®,

D E c
g
e
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y F oI B

Slika 7. Konstrukcija zlatne spirale

Konstrukcija zlatne spirale provodi se analogno kao
i konstrukcija Fibonaccijeve spirale, tako da se
konstruiraju odgovarajuc¢i kruzni lukovi, gdje sva-
ki kruzni luk ima srediste u jednom vrhu kvadrata i
spaja dva suprotna vrha tog kvadrata upisanog u
pripadni zlatni pravokutnik.

Obratimo sada pozornost na povrsine zlatnih pra-
vokutnika prikazanih na slikama 6 7.

Primjenom identiteta (23) i Cinjenice da su a + b
i a duljine stranice pravokutnika ABCD slijedi da
je povrsina zlatnog pravokutnika ABCD dana izra-
zom:

Pascp = (a+b) -a=d*- ¢. (28)

U zlathom pravokutniku ABCD upisan je kvadrat
AFED kojemu je a duljina stranice (jednaka duljini
krace stranice pravokutnika ABCD), stoga je po-
vréina kvadrata AFED jednaka a?. Time iz (28) pro-
izlazi da se povrsina zlatnog pravokutnika ABCD
moze pisati u obliku umnoska povrsine njemu upi-
sanog kvadrata i broja ¢. Navedeno svojstvo vrije-
di za svaki zlatni pravokutnik i njemu odgovarajuci
upisani kvadrat. Konkretno, iz (24) proizlazi da je

PBCEF:a'b:bz"P
povréina zlatnog pravokutnika BCEF, gdje je b?
povrsina njemu upisanog kvadrata ¢ija je duljina
stranice jednaka duljini krace stranice pravokutni-

ka BCEF. Takoder, primjenom (25) dobivamo da
povrsina zlatnog pravokutnika FBGH iznosi

PFBGH:b-(a—b):(a—b)2-¢,

gdie je (a — b)?* zapravo povr$ina njemu upisanog
kvadrata IBGJ.

Obzirom na prethodno navedeno, zaklju¢ujemo da
je svaki omjer povrsine zlatnog pravokutnika i po-
vr§ine njemu upisanog kvadrata jednak broju ¢.

Drugim rije¢ima, povrsina bilo kojeg zlatnog pravo-
kutnika proporcionalna je s povrsinom njemu od-
govaraju¢eg upisanog kvadrata, gdje je koeficijent
proporcionalnosti jednak zlatnom omijeru ¢.

S druge strane, ako duljine stranica zlatnih pra-
vokutnika promatramo kao elemente zlatnog niza
(K,), onda je umnozak svakih dvaju njegovih su-
sjednih ¢lanova K, i K1, n € N jednak povrsini
P,, odgovarajuceg zlatnog pravokutnika i piSemo:

Pn = Kn : Kn+1a
odnosno P, = K7, | - ¢, vidi (27).

Spomenimo da Fibonaccijevoj i zlatnoj spirali na-
likuje poznata krivulja, logaritamska spirala Cija se
jednadzba r = a? izrazava u polarnom sustavu,
gdiejea>0 a#1, ¢ € R. Logaritamsku spi-
ralu detaljno su proucavali René Descartes (1596.
— 1650.) i Jacob Bernoulli (1655. — 1705.) koji
je bio toliko impresioniran njome da ju je nazvao
¢udesnom spiralom (lat. spira mirabilis).
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