viSe nego u udzbeniku

Kompleksni brojevi
kao kvadratne matrice
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Malo povijesti

Za razliku od realnih brojeva kompleksni brojevi ne
izrazavaju koli¢inu ili veli¢inu, ali se upotrebljavaju u
rieSavanju racunskih zadataka s realnim brojevima
(npr. kvadratne ili kubne jednadzbe) i imaju Siroku
primjenu izvan matematike. Dugo su bili odbaciva-
ni i smatrani beskorisnima. Prve ideje o postojanju
takvih brojeva pojavile su se jo$ u staroj Grékoj, no
temelji su im postavljeni tek u 16. stolje¢u, kad je i
uveden pojam imaginarme jedinice kao v/—1.

U 16. stoljecu matematiCari su se intenzivno bavili
problematikom rjesavanja jednadzbi tre¢eg stup-
nja. Jedan tip kubne jednadZbe prvi je uspio rije-
Siti Scipione del Ferro, koji je tek na samrti otkrio
svoju metodu, a zatim su svoj doprinos dali Ni-
ccolo Tartaglia i Girolamo Cardano. U to vrijeme
ni negativni brojevi nisu bili potpuno prihvaceni, a
ideja o postojanju kompleksnih brojeva nije pos-
tojala. Cardano je pojavu kvadratnog korijena iz
negativnog broja u svojim racunima prvo smatrao

Sanja Sruk, Zagreb

Kompleksni brojevi u standardnom ili
algebarskom obliku (z = a+bi) i trigono-
metrijskom obliku (z = r(cos 0 + i sin 0))
srednjoskolsko su gradivo i dobro su
nam poznati. Manje je poznat prikaz
kompleksnih brojeva u obliku matrica.

pogreskom, a kad je uvidio da pogreske nema,
prihvatio ga je kao pomocénu veli¢inu u racunu, ali
ne i kao samostalan broj. Ipak, to je bio poCetak
povijesti kompleksnih brojeva. Tartaglia i Carda-
no sudjelovali su u matemati¢kim nadmetanjima
koja su bila popularna u to vrijeme i Zestoko se
sukobili zbog otkrivanja metode rjeSavanja kub-
nih jednadzbi. ViSe o tom, ali i drugim sukobima
medu matemati€arima, mozete procitati u zanimlji-
voj knjizi Matematicki dvoboji autorice Franke Miri-
am Bruckler.

U 17. stoljecu kompleksni brojevi jos uvijek nisu bili
prihvac¢eni. Otkrivanje geometrijske interpretacije
kompleksnih brojeva zapoceo je René Descartes,
a unaprijedio John Wallis. Interes za kompleksne
brojeve pokazao je i Leonhard Euler u 18. stoljecu.
On je uveo oznaku i za imaginarnu jedinicu i otkrio
poznatu formulu e = cos x + i sin x iz koje proiz-
lazi po mnogima najliep$a matematicka jednakost
¢™ + 1 = 0. Daljnje doprinose nalazimo u rado-
vima de Moivrea i Gaussa, po kome je i nazvana
ravnina u kojoj se prikazuju kompleksni brojevi, ali
i mnogih drugih matematicara 18. i 19. stolje¢a.
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Ideju da se kompleksni brojevi mogu prikazati u
obliku kvadratnih matrica susrecemo tridesetih go-
dina 20. stolje¢a u radovima Copsona i Wedderbur-
na iako je jo$ sredinom 19. stolje¢a Cayley pisao o
prikazu kvaterniona s pomocu matrica.

Uzmemo i ishodiste koordinatnog sustava kao
centar rotacije pa rotiramo to¢ku (1,0) za kut
0, ona ¢e se preslikati u tocku (cos 0, sin0).
Analogno, totka (0,1) ¢e se preslikati u totku
(—sin 0, cos 0).

sin'®

1 cos ©

G) sin 6

cos®

Rotaciju tih toCaka moZemo promatrati i kao rota-
ciju jedini¢nih vektora 7’i 7. Bilo koju totku (a, b)
mozemo promatrati kao vektor az’+ b7, pa ona ro-
tacijom prelazi u to¢ku (a’, ") za Cije koordinate,
gledano vektorski, vrijedi:

a cos 0 —sin0
{b’} _a{sine} +b[ cos 0 ]
acosO — bsin O
asin@ + bcos 0

_|cos® —sin@| |a
~ | sin® cosH b’

cos —sin6
sinf cosO
rotacije za kut 6 u smjeru obrnutom od kazaljke na
satu.

Matrica R = [ } naziva se matrica

Matricu rotacije R mozemo zapisati u obliku

10 . 0 —1
Rcose-{o I}Jrsmﬂ{l 0},

pa kad uocimo slicnost s Eulerovom formulom
e = cosB + isin@ i trigonometrijskim zapi-
som kompleksnog broja z = r(cos O + isin 0),

mozemo broju 1 pridruziti matricu [(1) ﬂ , abroju

1 0
broju z = a + bi mozemo pridruziti matricu

S I i

a skup kompleksnih brojeva definirati na sljedeci

nadin:
a —b
c{[s 7)sarer).

i matricu {O ] Sad svakom kompleksnom

Provjerimo imaju li kompleksni brojevi zapisani u
matricnom obliku ista svojstva kao i oni u stan-
dardnom. Jednakost kompleksnih brojeva slijedi
iz jednakosti matrica, a lako se vidi da zbrajanje
i mnozenje skalarom daju isti rezultat bez obzira
raCunamo li u standardnom ili matricnom obliku:

z+w=(a+ bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b +d)i
Az = Ala+bi) = Aa + Abi

a —b 4| —d| _|at+c —b—d
b a d ¢ | |b+d a+c
3l —b| |Aa —Ab
b a | |Ab Aa |’
Problem bismo mogli o¢ekivati prilikom mnozenja

kompleksnih brojeva jer je ono komutativno, a
mnozenje matrica nije. Medutim, bez obzira na
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to kojim redoslijedom mnoZzimo, rezultat je isti:

z-w=(a+bi)- (c+di)
= (ac —bd) + (bc + ad)i=w -z

(a —b] c —d
Z-W= b a | . ld ¢ |
_ lac—bd —ad—bc
- |bc+ad —bd+ ac|

(¢ —d] [a -b]

W-z= d ¢ ._b a

[ac — bd —ad — b
| bc +ad —bd +ac |’

Preostalo je vidjeti $to je s dijeljenjem. Dijeljenje
matrica definira se kao mnozenje s inverznom ma-
tricom. Pa nadimo inverznu matricu matrice Z:

|
a b 1o] [V o0
b a | 0 1 Oa2+b2}—_bl
a a
a b
10 —-— —
N a2+bb2a2+b2
0 1 - a

a+b* @+ b?
pa slijedi da je

e b
s_ | @+0 @b _ 1 a b
—b a (12+b2 —b al’

a@+b a®+ b

b
konjugirani broj broja z pa vrijedi:
)
Z = ———
a?+ b2

No, matricom [_a ﬂ prikazujemo kompleksno

ti. Z-Z = (a* + b?) - I (matri¢ni zapis mnozenja
dvaju kompleksno konjugiranih brojeva).

ac+bd+bc—adite
cc+d> 24 d?

a —b| |c —d

b a | |d c
_|a -] 1 c d
b a Ard2|—d c
1 ac +bd ad — bc
T2+ d? | bc—ad bd+ ac

Kona¢no, z: w =
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Modul kompleksnog broja u matri¢nom zapisu jed-
nak je korijenu determinante njegove matrice:

det{a _b] — &+
b a

lako se moze Ciniti da je ovaj zapis zgodan, ali
beskoristan, on se itekako upotrebljava. Algebar-
sko prosirenje skupa kompleksnih brojeva je skup
kvaterniona koje je 1843. godine formulirao irski
matemati¢ar W. R. Hamilton pa se njemu u ¢ast
taj skup oznacava H. Kvaternioni su brojevi oblika
a+ bi+ ¢j + dk, pri Cemu su i, j i k imaginarne

jedinice i vriledi i = j> = k* = —1. Za razliku
od realnih i kompleksnih brojeva, mnozenje kva-
terniona nije komutativno. Vrijedi ij = —ji = k,

Jjk = —kj =i, ki = —ik = j. Mogu se prikazati s
pomocu kompleksne matrice:

a+bi c+di
—c+di a—bi

ili s pomocu realne matrice:
a b c d

—-b a —-d c
—c d a —b
—d —c b a

Prikaz s pomocu realne matrice nije jedinstven.
Kvaternioni imaju prilicno Siroku upotrebu, od pri-
kaza trodimenzionalne rotacije u racunalnoj grafici,
preko procesiranja signala pa do kvantne mehani-
ke i robotike. Nitu nije kraj. Skup kvaterniona moze
se prosiriti na skup oktoniona... ali o tome nekom
drugom zgodom.
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