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Formula za raCunanje povrSine trokuta
avy , . . .
P= > (polovina umnoska duljine stranice a

i na nju spustene visine Vy) jedna je od prvih
formula koje u€enici nauce u $kolskoj mate-
matici. Postupak racunanja visine koristenjem
Pitagorina poucka relativno je jednostavan za
jednakostrani¢ne i jednakokracne trokute. No,
sloZeniji je u slucaju raznostrani¢nih trokuta |
prikaz tog postupka ucenicima je razli¢it ovisno
0 udZbeniku kojim se koristimo.

U svrhu poticanja uCenitkog kreativnog
miSljenja, korisno je znati kako je kroz povijest
matematike rjeSavan problem ra¢unanja
povrsine raznostrani¢nih trokuta s cjelobrojnim
stranicama.

PovrSine trokuta u Heronovom
djelu Metrika

Za razliku od Euklida ko-
ji je razmatrao i deduktivno
dokazivao opcée geometrij-
ske relacije, gréki matema-
ticar, fiziCar i izumitelj He-
ron iz Aleksandrije (slika 1)
u svom je djelu Metrika [2]
radunao povrSine trokuta s
konkretnim cjelobrojnim vri-
jednostima za duljine stranica.

Slika 1. Heron iz
Aleksandrije (10. —
70.), izvor Wikipedia

Primjena Euklidovih propozicija o trokutima

Heron prvo prikazuje postupke racunanja povr§ina
trokuta koji se temelje na Euklidovim propozicija-
ma.

Prvi primjer primjene je nalaZzenje povrSine pravo-
kutnog trokuta s katetama duljina 3i 4 (slika 2).
A

7 C

Slika 2. Pravokutni trokut s katetama 3 i 4
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U skladu s propozicijom 41 iz prve knjige Euklidovih
Elemenata [3] Heron iskazuje povrsinu tog trokuta
kao polovinu povrsine pravokutnika sa stranicama
duljina 31 4 koja je jednaka 12. Dakle, povrsina
pravokutnog trokuta jednaka je polovini umnoska
3i 4, tj. jednaka je 6. Heron takoder dodaje da je
duljina hipotenuze tog trokuta jednaka 5.

Drugi primjer je racunanje povrsine jednakokra¢nog
Siljastokutnog trokuta s osnovicom 12 i kracima 10
(slika 3).

A

10 10

B 6 D 6 C

Slika 3. Jednakokra¢ni Siljastokutni
trokut s osnovicom 12 i kracima 10

Visina tog Siljastokutnog trokuta je 8. Ponovno se
Heron koristi idejom da je povrSina trokuta jednaka
polovini povrsine pravokutnika sa stranicama 12 i
8. Kako je ta povrsina 96, povrsina trokuta je 48.
Vazno je naglasiti da je promatrani trokut “nastao”
spajanjem dvaju jednostavnijih i poznatih pravokut-
nih trokuta s katetama duljina 6 i 8 i hipotenuzom
duljine 10.

Lako je uociti da je trokut sa stranicama duljina 6, 8
i 10 “dva puta uve¢ana” inacica egipatskog trokuta
sa stranicama duljina 3, 4i 5. Stoga se prirodno
pojavljuje sliedeci konceptualni zadatak.

Ako je povrsina pravokutnog trokuta sa stranicama
duljina 3, 4i 5 jednaka 6, kolika je povrsina pravo-
kutnog trokuta sa stranicama duljina 6, 8 10?

Ucenici koji nisu svladali “iluziju linearnosti” [7] ¢e
umjesto to¢nog odgovora 24 dati pogreSan odgo-
vor 12.

Tre¢i Heronov primijer je raznostraniéni Siljastokutni
trokut sa stranicama duljina 13, 14 i 15 (slika 4).

B D14 C

Slika 4. Raznostrani¢ni Siljastokutni
trokut sa stranicama 13, 14 i 15.

Propoziciju 13 koja odreduje geometrijsku relaciju
izmedu duljina stranica raznostrani¢nog Siljastokut-
nog trokuta i duljine jednog od dijelova na koje vi-
sina dijeli jednu od stranica trokuta izveo je Euklid
u drugoj knjizi Elemenata [3]. U slucaju Heronova
trokuta ta relacija glasi:

Povrsina kvadrata nad stranicom AC dobije se ka-
da se od zbroja povrsina kvadrata nad stranicama
AB / BC oduzme dvostruka povrsina pravokutnika
sa stranicama BD i BC.

Iskazana suvremenim oznakama, relacija poprima
oblik:

|AC|? = |AB|? + |BC|?> — 2(|BC]| - |BD)).

Zbog toga je Heronov numericki algoritam za na-
laZenje duljine BD bio:

13% = 169, 14% = 196
169 + 196 = 365
15?2 = 225
365 — 225 = 140
140
2 -
70
i 5= |BD].

Primjenom Pitagorina poucka Heron nalazi kvadrat
duljine visine AD:

|AD|?2 = 132 — 52 = 169 — 25 = 144.

Sama visina duga je 12. Slijede¢i Euklidovu ter-
minologiju, povrSina trokuta je polovina povrSine

broj 118 / godina 24. / veljata 2023.



pravokutnika sa stranicama duljina 14 i 12. Kako
je povrsina tog Cetverokuta 168, povrsina trokuta
je 84.

Heron je primijenio isti postupak i za tupokutni raz-
nostrani¢ni trokut sa stranicama duljina 11, 131 20
(slika b).

A

20

12 13

11 C

Slika 5. Raznostranicni tupokut-
ni trokut sa stranicama 11, 13 i 20.

Euklidova relacija sada ima oblik:
|AC|? = |ABJ? + |BC|? + 2(|BC]| - |BD]).

Heronov numeriCki algoritam za nalazenje duljine
BD postaje:

13% = 169 112 =121
169 + 121 = 290
207 = 400
400 — 290 = 110
110
—— 3
2
55
= — 5= |BD|.

Primjenom Pitagorina poucka Heron nalazi kvadrat
duljine visine AD:

|AD|? = 132 — 52 = 169 — 25 = 144.
Sama visina duga je 12.

Povrsinu trazenog tupokutnog trokuta nalazi Heron
kao polovinu povrsine pravokutnika sa stranicama
duljina 11§ 12. Kako je 11 - 12 = 132, povrsina
tupokutnog trokuta je 66.

Alternativni i ocigledniji nacin (slika 5) je sljedeci:
Povrsina tupokutnog trokuta dobiva se kada se od

polovine povrsine pravokutnika sa stranicama 16
i 12 oduzme povrsina pravokutnog trokuta s kate-
tama 51 12. Kako je povr$ina ¢etverokuta 192,
polovina je jednaka 96. Ako se od toga oduzme
povrsina pravokutnog trokuta koja je jednaka 30,
dobiva se da je povrSina tupokutnog trokuta 66.

Heronov originalni postupak za raunanje
povrsine trokuta

Nakon postupka u kojem se koristio Euklidovim
propozicijama, Heron je predstavio i svoj opéi pos-
tupak nalazenja povrsine bilo kojeg trokuta kada su
poznate duljine svih triju stranica bez poznavanja
visina. Postupak uvodi na primjeru Siljastokutnog
raznostrani¢nog trokuta sa stranicama duljina 7, 8
i 9 (slika 6).

A

B C
8

Slika 6. Raznostranicni Siljastokutni trokut sa stranicama 7, 8 i
9.

Postupak opisuje rije¢ima:

Zbroji 7, 81 9. Dobiva se 24.

Uzmi polovinu od 24. Dobiva se 12.
Od 12 oduzmi 7, razlika je 5.

Od 12 oduzmi 8, razlika je 4.

Od 12 oduzmi 9, razlika je 3.
Pomnozi 121 5. Dobiva se 60.

To pomnoZi s 4, rezultat je 240.
PomnoZzi ga s 3ito postaje 720.
Kvadratni korijen od tog broja bit ¢e povrsina
trokuta.

Heron je, naravno, zamijetio da kvadratni korijen iz
720 nije cijeli broj. Napomenuo je da je najblizi broj
s cjelobrojnim korijenom 729. Korijen iz tog broja
je 27. Nakon toga dijeli 720 s 27 i dobiva rezultat

2 2
265. Tom rezultatu dodaje 27 i dobiva 535. Kada
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5
je taj broj podijelio s 2, dobio je 266. IzraCunao
. . . 1,
je da je kvadrat tog broja 720%, sto je smatrao
veoma dobrom aproksimacijom trazene povrsine.

Nakon Sto je geometrijski dokazao da je nje-

gov postupak ispravan, Heron ga primjenjuje na

veC razmatrani iljastokutni raznostrani¢ni trokut sa

stranicama duljina 13, 14 15:

e Zbroji 13, 14 i 15. Dobiva se 42. Polovina od

toga je 21.

Oduzmi 13, razlika je 8.

Nakon toga (od 21) oduzmi 14, razlika je 7.

| dalje (od 21) oduzmi 15, razlika je 6.

Pomnozi 21 i 8, zatim taj rezultat pomnozi sa 7

pa sa 6.

Te operacije daju 7056.

e Kvadratni korijen iz 7056 je 84 i to ¢e biti po-
vr§ina trokuta.

Vazno je napomenuti da je Heron za raGunanije po-
vr8ine jednog te istog trokuta sa stranicama duljina
13, 14 15 Kkoristio dva potpuno razli¢ita postupka.

Racunanje povrsine trokuta sa
stranicama 13, 14 i 15 nakon
Herona

Za vrijeme Rimskog Carstva gréka matematicka
dostignu¢a se “zaboravijaju” $to je dovelo do
znadajne dekadencije matematike, i u prakti¢nim

primjenama i u teorijskom razvoju.

Rimski su geometri za raCunanje povr§ina mnogo-

kuta primjenjivali potpuno pogresne postupke. Na

primjer, za povrSinu jednakostrani¢nog trokuta sa

stranicom a = 60, Collumela se koristio formulom:
a2

a
2 2

P=a-
Povrsina koja se dobiva iznosi 1800 [8].

Heron je poznavao mnogo bolju pribliznu formulu:

132

P .
30

Ta formula daje vrijednost povrsine 1560, koja se
neznatno razlikuje od stvarne vrijednosti 1558.85.

GrCka matematika nastavila je “Zivjeti” u arapskom
svijetu, pa su se mnoga znacajna matematicka dje-
la “vratila” u Europu nakon njihovih latinskih prije-
voda s arapskog jezika.

Al-Khwarizmi i algebarski postupak

Povrsinu raznostrani¢nog tro-

kuta sa stranicama 13, 14 i

15 (slika 7) je u IX. stolje¢u

izratunao Muhamed Ben

Musa al-Khwarizmi. Upo-

trijebio je rije€ima opisan

svoj algebarski postupak.

Kada se taj postupak na- Siika 7. Crtez kojim se ko-
pise simbolicki, dobivajuse ristio a-Khwarizmi u svom
moderna algebarska jed- 29ebarskom postupku, [5]
nadzbainjezino riesenje za nepoznati dio X stranice
14, koju spustena visina dijeli na X i 14 — X [5]:

152 — (14— x)? =132 — X2
15% — 196 — X% + 28x = 169 — X

29 + 28x = 169
28x = 140
X=5.

Kada se zna da je X = 5, traZena visina h je:

h= /132 - 52 = /144 = 12.

Povrsina trokuta jednaka je umno$ku visine i polo-

vine osnovice: P = 12 - —4 =12.7=84

Postupci kojima su se koristili Fibonacci,
Pacioli i Ramus

Fibonacci se bavio ge-
ometrijskim problemima
u svom rukopisu Practi-
ca geometriae koji za-
vr§io 1220. godine. En-
gleski prijevod s komen-
Fa”lma uredio je | 0b-  gjka 8. Crtez kojim se koristio
javio Hughes tek 2008. Fibonacci za nalaZenje povrsine
godine. trokuta duljina stranica 13,
14 i 15 [4]. Uocimo da
Fibonacci vrhove trokuta

Fibonacci je racunao po- . . .
oznaCava malim slovima.

vr§inu trokuta sa strani-
cama duljina 13, 14 i 15 [4]. Dok je za Heronov

broj 118 / godina 24. / veljata 2023.



jednakokracni trokut sa stranicama duljina 12, 10
i 10 u crtezu upotrijebio broj¢ane vrijednosti, sada
je vizualizacija potpuno geometrijska (slika 8), a u
tekstu se navodi da vrijedi: ab = 13, ac = 15
bc =14

Fibonacci navodi tri razli¢ita postupka za izracun
duljina bd i dc na koje visina ad dijeli stranicu 14.
Svaki od njih dovodi do istog rezultata: bd = 5
dc=09.

Oba rezultata daju da je vrijednost visine ad na stra-
nicu 14 jednaka 12. Na taj nacin povrsina trokuta
(umnozak polovine osnovice i visine iliumnoZzak os-
novice i polovine visine jednaka: 7-12 =14-6 =
84).

Za povrSinu tupokutnog trokuta sa stranicama
cb = 11, ac = 13 i ab = 20 Fibonacci razvija
slozeni geometrijski postupak u kojem je primijenio
svojstva niza pomocénih likova (slika 9).

Slika 9. Fibonaccijev crtez koji je osnova nje-
govog slozenog geometrijskog postupka [4]

Fibonacci je kao i Heron izraCunao da je trazena
povrsina trokuta 66.

Nakon toga u odjeljku “Heronov teorem” kao “sa-
vréen program za mjerenje” navodi Heronov pos-
tupak nalaZzenja povrSine trokuta bez poznavanja
visine:

Zbroji stranice trokuta i uzmi polovinu zbroja. Od
te polovine oduzmi redom stranice trokuta. Nakon
toga pomnozi sve tri dobivene razlike. Nakon toga,
konaCni umnoZak pomnoZi polovinom zbroja triju
stranica. Kvadratni korijen tog umnoska povrsina je
Citavog trokuta.

Na primjer, zbroj stranica 13, 11/ 20 gore opisanog
trokuta je 44, od toga je polovina 22. Razlika toga i
najdulje stranice je 2, sljedece stranice je 9, a tre¢e
stranice je 11. Sada pomnozi 2 (rezultat oduzima-
nja prve stranice), 9 (razlika sljedece stranice) i 11
(razlika trece stranice). Dobije se 198. PomnoZi taj
broj i 22 (polovina zbroja stranica), dobije se 4356.
Korijen iz tog broja je povrsina trokuta. Taj korijen je
66, kao Sto smo ranije izracunali za taj trokut [4].

Luca Pacioli, u svojoj knjizi Summa de arithmetica,
geometria, proportioni et propotionalita, objavljenoj
1494, godine, ratuna na dva nacina povrsinu troku-
ta sa stranicama duljina 13, 14 15. Ne spominjuci
Fibonaccijevo i Heronovo autorstvo, nalazi da je
povrsina jednaka 84.

U prvom postupku [6] upotrijebio je Fibonacci-
jev rezultat da je ta povrSina jednaka povrsini
Cetverokuta sa stranicama 14 i 6 (slika 10).

Slika 10. Crtez koji pokazuje da je povrsina trokuta
jednaka povrsini Cetverokuta sa stranicama 14 i 6 [6]

Ovaj je postupak zagonetan jer podrazumijeva poz-
navanje visine (ad = 12), koju Pacioli racuna kasni-
je ali se njome NE KORISTI za odredivanje povrsine
(6].

Drugi postupak [6] je reprodukcija Heronova ver-
balnog algoritma koji se temelji na poznavanju du-
ljina svih stranica (slika 11).

Slika 11. Fragment teksta koji opisuje He-
ronov postupak za trokut 15, 14 1 13 [6]
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Pierre de la Ramée ili Peter Ramus (1515. — 1572.)
bio je francuski humanist, pedagog i matematicar.
Njegovi aritmetiCki i geometrijski rukopisi objavljeni
su u Baselu nakon njegove smrti [12]. Ramusov
postupak nalazenja povrsine raznostrani¢nog tro-
kuta (13, 21 i 20) zgodno je spomenuti jer se taj
“novi” trokut ne dobiva kao razlika, nego kao zbroj
(slika 12) ve¢ spomenutih trokuta (5, 12, 13) i (16,
12, 20).

Slika 12. Ramusov trokut (13, 16, 20) je
zbroj trokuta (5, 12, 13) i (16, 12, 20) [12]

Ramus, kao i Tartaglia, ne upotrebljava Heronovu

formulu za racunanje povrSine. Koristi se prvim

euklidskim Heronovim postupkom:

e Nalazi zbroj kvadrata stranica 20 i 21 i dobiva
841.

e Od tog broja oduzima kvadrat stranice 13 i do-
biva 672.

e Polovina od tog broja je 336. Kada se podijeli
brojem 21, dobiva se 16. To je duljina duZine oi.

e Duljina duzine €0 je, naravno, 5.

e Kvadratvisine aoje 144 (13— 5% = 169—25 =
144), pa je sama visina ao jednaka 12,

Ramus navodi da je povrsina trokuta jednaka po-
lovini povrsine pravokutnika sa stranicama 21i 12.
Kako je povrsina tog pravokutnika 252, trazena po-
vréina trokuta je 126.

Raspolozivi prostor ne dozvoljava navodenje pos-

tupaka ostalih matematic¢ara u XVI. i XVII. stolje¢u

koji su u velikoj vecini nalazili povrSinu trokuta s cje-
lobrojnim stranicama, visinom i povr§inom (trokut

13 14 15; trokut 26, 28 i 30 ili neki drugi) na dva

nacina:

1) Kori$tenjem poluumnoska stranice 14 i visine
12, uz prethodno nalazenje segmenata 5i 9 na
koje visina dijeli stranicu 14.

2) Korigtenjem, bez spominjanja autorstva, Hero-
nova postupka u kojem nije potrebno poznavati
duljinu visine.

Medutim, vazno je napomenuti da su neka svojstva
trokuta koriStenih u Heronovim primjerima kasnije
privukla paznju istrazivackih matematicara u teoriji
brojeva u kojoj je ¢ak nastala posebna grana “He-
ronovi trokuti”.

Heronovi trokuti i neke
zanimljive podvrste

Heronovi trokuti definiraju se kao raznostranicni tro-
kuti s cjelobrojnim stranicama i cjelobrojnom po-
vr§inom [9]. Heron je upotrijebio dva primjera tih
trokuta: trokut sa stranicama duljina 13, 14 i 15
(povrsina 84) i trokut sa stranicama 11, 13i 20 (po-
vr$ina 66). Medutim, trokut 7, 819, kojim se koristio
za ilustraciju svog postupka nalazenja povrsine bez
raCunanja visine nije Heronov trokut.

Znacajna podvrsta Heronovih trokuta su “Pitago-
rini trokuti” Cije stranice zadovoljavaju Pitagorin
poucak. Heron spominje eksplicitno dva primje-
ra: trokut sa stranicama duljina 3, 4 i 5 te trokut sa
stranicama duljina 6, 8 10.

Stranice trokuta 3, 4 i 5 su uzastopni cijeli brojevi,
kao i kod Heronova trokuta 13, 14 i 15. Sljededi
primjeri su: trokut sa stranicama duljina 51, 52 i
53 (povrsina 1170) i trokut sa stranicama duljina
193, 194 195 (povrsina 16 296). Dokazano je da
je broj Heronovih trokuta Cije su stranice uzastopni
cijeli brojevi beskonac¢an. Medutim, postoji samo
10 takvih trokuta Cije su duljine stranica manje od
1000 000.

Pitagorini trokuti (6, 81 10) i (5, 12, 13), kojima se
koristio Heron imaju zanimljivo svojstvo, opseg im
je jednak povrsini. Prvi ima opseg i povrsinu 24, a
drugi 30. Whitworth (1903.) je dokazao da od be-
skonacnog broja Heronovih trokuta samo tri imaju
opseg koji je jednak povrsini. To su trokuti sa stra-
nicama duljina 6, 251 29, zatim 7, 15i 20 te 9, 10,
17.

Heronov trokut (13, 14 i 15) moze se rastaviti na

dva Pitagorina trokuta (5, 12, 13) i (9, 12, 15). Ra-
musov trokut (21, 13, 20) je, takoder, zbroj dvaju

broj 118 / godina 24. / veljata 2023.



Pitagorinih trokuta (5, 12, 13) i (16, 12, 20). Prirod-
no je bilo generalizirati to svojstvo na sve Heronove
trokute. Medutim, Cheney je dokazao da je takva
generalizacija pogresna: Heronov trokut (25, 34,
39) ne moze se prikazati kao zbroj dvaju Pitagori-
nih trokuta pa se smatra “nerastavljivim”. Koristeci
se racunalnim programom, Paul Yui je pokazao da
postoje Cak 24 Heronova “nerastavljiva” trokuta sa
stranicama duljine do 100, koji nisu zbroj dvaju Pi-
tagorinih trokuta.

Isti je autor uskoro pokazao da se Heronovi troku-
ti mogu ucrtati na mrezu koju ¢ine jedini¢ni kva-
drati, tako da se tri vrha trokuta nadu na obodu
odgovarajuc¢eg pravokutnika [14]. Za slu¢aj Hero-
nova “nerastavljiva trokuta” (25, 34, 39), Yui navodi
da njegovi vrhovi imaju koordinate (0, 0), (30, 16)
i (15,36). Slika 13 prikazuje taj trokut na mrezi
30 x 36.

Strick [10] je ukazao na vaznu ¢injenicu: Trokut (25,
34, 39) dobiva se kada se od pravokutnika 30 x 36
“oduzmu” tri Pitagorina trokuta: (15, 20, 25), (16,
30, 34)i (15, 36, 39).

Njegova povr§ina je, u skladu s tim, jednaka:
30-36—-15-10—16-15—15-18 = 1080 —
150 — 240 — 270 = 420. Isti rezultat dobiva se |
primjenom Heronove formule.

15 15

Vd

Vd

20

v 7

rO
h

36

16

30

Slika 13. “Resetkasti” prikaz “neras-
tavljiva” Heronova trokuta (25, 34, 39)

U slu¢aju “rastavljivin” Heronovih trokuta alternativ-
ni postupak racunanja povrsine vodi do zbrajanja
povrs§ina dvaju Pitagorinih trokuta. Kada su u pi-
tanju “nerastavljivi” Heronovi trokuti, alternativa ko-
ristenju Heronove formule je oduzimanje povr$ina
triju Pitagorinih trokuta od povrSine odgovarajuc¢eg
pravokutnika.

Nastava matematike bit ¢e u€enicima znatno za-
nimljivija ako im se, umjesto samog koristenja He-
ronove formule za radunanje povrsina trokuta s pro-
izvoljnim duljinama stranica, na razne didakticke
nacine priblize spomenuta i ostala zanimljiva svoj-
stva Heronovih trokuta (na primjer, opseg im je par-
ni broj, a povrsina svakog od tih trokuta djeljiva je
brojem 6).
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