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Drzavna matura u Finskoj

ISpit iz matematike

Denis Vrdoljak, Zagreb

Zemlja Tisu¢u Jezera i najSumovitija zemlja
Europe, osim veli¢anstvenih prirodnih bogat-

stava i ljepota, Finska je joS poznata i po tome

Sto ima jedan od najboljih obrazovnih sustava
na svijetu. Promotrimo stoga kako izgleda
drzavna matura te zemlje.

Sto se ispituje u Finskoj?

Finska drzavna matura (ylioppilastutkinto) je skup
ispita koji se temelji na nastavnom planui programu
finske viSe opcée srednje Skole. Vise opcée srednje
obrazovanije traje 3 godine, a matura se polaze na
kraju tre¢eg razreda kao kvalifikacijski ispit za upis
na fakultet. Ucenici $kola za strukovno obrazovanje
nemaju pravo pristupa polaganju drzavne mature,
ali mogu paralelno upisati visu opéu srednju skolu,
ste¢i dvije svjedodzbe i time ostvariti pravo pristupa
polaganju drzavne mature.

Cilj mature je provjera i vrednovanje postignutih
znanja, vjestina i sposobnosti u¢enika. Obvezni is-
piti su iz materinskog jezika i knjizevnosti (Svedski,
finski ili sami), a ucenici moraju pisati jo$ 4 ispi-
ta iz svakog od minimalno 3 (po volji odabrana)
podrucja: matematika; drugi nacionalni jezik (fin-
ski ili Svedski); drugi strani jezik (engleski, francu-
ski, Spanjolski, portugalski, latinski, njemacki i rus-

ki); prirodne i humanisti¢ke znanosti (fizika, kemija,
psihologija, povijest, filozofija, biologija, geografi-
ja, etika, vjeronauk, sociologija, zdravstveni odgoj).
Barem jedan od ukupnih ispita koje u¢enik polaze
mora biti ispit viSe razine tog predmeta. Izbor ra-
zine ostalih predmeta ovisi o zahtjevima fakulteta
kojig ucenik zeli upisati. Ispiti se odrzavaju dva pu-
ta godiSnje: od pocetka veljaCe do kraja ozujka i
rujan. Svaki ispit traje 6 sati.

Finska drzavna matura prosla je proces digitaliza-

cije. Prvi digitalni ispiti odrzani su u jesen 2016.

godine iz geografije, filozofije i njemackog jezika.

Posljiedniji ispit koji je postao digitalan bio je ispit

iz matematike u prolje¢e 2019. Proces digitalnog

polaganja mature odvija se na sljiedeci nacin:

e Kandidati morajuimati prijenosnaracunala (vlas-
tita ili raCunala posudena od $kole).

e Na pocetku ispita u operativnom sustavu Linux
kandidati otvaraju USB memoriju koju Skolama
dostavlja ispitno povjerenstvo.

Denis Vrdoljak, mag. educ. math., Ugostiteljsko-turistiCko ucilite, Zagreb, denis.vrdoljak@skole.hr
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e /bog prilagodenog operativhog sustava kandi-
dati ne mogu pristupiti svojim lokalnim datote-
kama i programima, ve¢ samo onim aplikaci-
jama i materijalima koji su unaprijed instalirani
na operativnom sustavu. Nakon zavrSetka is-
pita odgovori kandidata Salju se na web-servis
ispitnog povjerenstva gdje ih najprije ocjenjuju
i boduju nastavnici, a zatim ¢lanovi drzavnog
Povjerenstva za vrednovanje ispita. Buduci da
lokalni posluzitelji nisu spojeni na internet, od-
govori se eksportiraju na USB memoriju i kasnije
ucitavaju na web-servis.

Matura iz matematike

Postoje dvije razine ispita iz matematike: osnovna i
visa. Ispit ima 13 zadataka od kojih je 10 potrebno
rijesiti. Ispit se sastoji od dvaju dijelova: AiB. A
dio ima Cetiri zadatka koja su obvezna za sve. B
dio podijelien je na dva dijela: B1iB2. Dio B1ima
5 zadataka, od kojih su 3 viSestrukog izbora. Dio
B2 ima 4 zadatka, od kojih su 3 viSestrukog izbora.
Svi se zadatci boduju u rasponu od 0 do 12, tako
da je 120 maksimalan broj bodova na ispitu.

Na pocetku ispita ucenici dobivaju ispitne knjiznice
za A i B dio te formule koje ¢e im pomoci pri
rieSavanju zadataka. Najkasnije tri sata od pocetka
ispita ucenici su duzni predati rijeSenu knjizicu iz A
dijela. U B dijelu ispita u¢enicima je dozvoljeno
koristiti se kalkulatorom. B dio piSe se 3 sata.

U nastavku slijedi primjer mature iz 2022. godine

(23. ozujka).

Osnovna razina
Dio A (rijeSi sva Cetirl zadatka)

1. Osnovni ra¢un (12 bodova)

1.1 Vrijednost brojevnog izraza (—9) - (42 — 35)
iznosi ____. (2 boda)

1.2 Nul-to¢ka funkcije f (X) = 4x — 12je x =
(2 boda)

1.3 Koeficijent smjera pravca koji prolazi to¢kama
A(1,15)iB(7,81) je k=____. (2 boda)

1.4 Vrijednost brojevnog izraza 6° - 272 iznosi ____.
(2 boda)

1.5 U geometrijskom nizu zadano je a3 = 256,
a, = 128iag = 64. Peti ¢lan niza iznosi ag =____.
(2 boda)

1.6 Rjesenje jednadzbe 225
(2 boda)

= 8glasix =____.

2. Metode rjeSavanja jednadzbi (12 bodova)

2.1 Rijesi jednadzbu 12(x — 7) = 24 primjenjujuéi
svojstvo distributivnosti mnozenja prema oduzima-
nju i ne primjenjujuci isto svojstvo. (6 bodova)

2.2 Rije$i jednadzbu (2x+1)(x—6) = 24 koristedi
se pravilom mnoZzenja svakog Clana iz prve zagra-
de sa svakim ¢lanom iz druge zagrade i metodom
razlikovanja slucajeva. (6 bodova)

3. Upisana i opisana kruznica (12 bodova)

3.1 Kvadratu je upisan krug najvec¢e povrsine. Po-
lumjer kruga je 6cm.  Odredi polumijer opisane
kruznice ovom kvadratu s to¢nos¢u 0.1 cm. (6 bo-
dova)

3.2 Jednakostrani¢nom trokutu upisan je krug naj-
vece povrsine. Polumijer kruga je 6 cm. Odredi po-
lumijer opisane kruznice ovom trokutu s toCnoScu
0.1cm. (6 bodova)

4. Tablica frekvencija (12 bodova)

Tablica 4. A sadrZi podatke o duljini kraljeznice pasa
pasmine bigl.

42 1
43 0
44 8
45 7
46 4
47 11
48 3

Tablica 4. A: Duljina kraljeznice pasa
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4.1 Odredi mod prikazanih podataka. (2 boda)
4.2 Koliko je ukupno pasa u uzorku? (2 boda)

4.3 Odredi prosje¢nu duljinu kraljeznice pasa. (8
bodova)

Dio B1 (rijesi po volji odabrana tri zadatka)

5. Trajanje izleta (12 bodova)

Aku i Aulis su na visednevnom pjesacenju. Jed-
nog dana, nakon $§to su propjeSacili tre¢inu svog
dnevnog puta, odlucili su propjesaciti jos 7 km prije
pauze za rucak. Nakon pauze za rucak shvatili su
da je ostalo jo$ pola planiranog puta za taj dan.
Koliko kilometara Aku i Aulis propjesace po danu?
(12 bodova)

6. Povecanije profita (12 bodova)

6.1 Trgovac je veletrgovcu jaknu platio 120 eura.
Jakna se nije prodavala pa je trgovac snizio cijenu
za 10 %. Kolika mora biti prodajna cijena jakne u
trgovini da bi trgovac i dalje ostvario 20 % profita?
(6 bodova)

6.2 Trgovac je veletrgovcu platio 140 eura za cipele.
Trgovac prodaje cipele za 199 eura. Medutim, ci-
pele se nisu prodavale po ovoj cijeni, pa je odlucio
sniziti cijenu. Koliki je najve¢i moguci postotak po-
pusta ako trgovac zeli ostvariti najmanje 20 % pro-
fita (napomena: postotak popusta mora biti cijeli
broj)? (6 bodova)

7.Ekonomiénost automobila (12 bodova)

Matti planira kupiti elektri¢ni automobil ili automobil
koji ima motor s unutarnjim izgaranjem. Na temelju
procjena u tablici 7. A, Matti razmatra prednosti i
nedostatke jednog i drugog automobila.

Matti uzima zajam koji odgovara punoj cijeni auto-
mobila. Godi$nja kamatna stopa zajma je 2.4 %
(u tom slucaju mjese¢na kamatna stopa 0.2 %),
a mjesecna otplatna rata je 200 eura. Izraunaj
konacnu vrijednost automobila i preostale iznose
kredita nakon pet godina. Takoder izraCunaj ope-
rativne troSkove automobila i troSkove kamata na
kredite tijekom pet godina.

mnAS

cijenaje 25000 eura  cijena je 12000 eura

mjesecna rata struje cijena goriva je 150
je 30 eura eura mjese¢no
800 eura godisnje 1200 eura godisnje
ostalih troSkova ostalih troskova
automobil gubi na automaobil gubi na
ukupnoj vrijednosti ukupnoj vrijednosti
8 % godisnje 12 % godisnje
ostali troSkovi: ostali troSkovi:
osiguranje, odrzavanje, osiguranje, odrzavanje,
tehnicki pregled tehniCki pregled
Tablica 7. A

Koja bi opcija bila ekonomicniji izbor nakon pet go-
dina koristenja?

(Napomena: zadatak ne uzima u obzir promjenu
vrijednosti novca, primjerice inflaciju ili deflaciju.)

8. Maksimalna vrijednost (12 bodova)

Broju 10 pribraja se razlika kvadrata i kuba pozitiv-
nog broja. Koriste¢i se derivacijom odredi maksi-
malnu vrijednost izraza koja se na taj nac¢in moze
dobiti.

9. Zadatci viSestrukog izbora (12 bodova)

Ispit se sastoji od 10 zadataka viSestrukog izbora.
Svaki zadatak ima 4 ponudena odgovora od kojih
je samo jedan to¢an. Za to¢an odgovor dobiva se
3 boda, a za neto¢an —1 bod. Na kraju se bodovi
zbrajaju, a ako je zbroj negativan, tada se ukupan
broj bodova pretvara u nulu.

9.1 Jedan ucenik ne zna odgovoriti niti na jedan
zadatak, stoga pogada sve odgovore. Kolika je
vjerojatnost da na ispitu dobije nula bodova? (6
bodova)

9.2 Drugi u¢enik moze iskljuciti po jedan pogresan
odgovor za svaki zadatak, dok preostale ponudene
odgovore pogada. Kolika je vjerojatnost da ¢e
ostvariti maksimalan broj bodova na ispitu? (6 bo-
dova)
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Dio B2 (rijesi po volji odabrana tri zadatka)

10. Nizovi (12 bodova)

Prva dva clana niza su brojevi 4 i 9. Koliko je
¢lanova niza manje od 1000 ako je niz:

10.1 aritmeticki (6 bodova)

10.2 geometrijski? (6 bodova)

11. Modeliranje eksponencijalnom funkcijom
(12 bodova)

Na pocetku drugog vala pandemije koronavirusa u
Finskoj, u jesen 2020. godine, tijekom dva je tjedna
prijavljen broj sluCajeva zaraze. Dana 7. rujna bilo
je 389, dok je 21. rujna bilo 719 zarazenih. Broj no-
vozarazenih moze se modelirati eksponencijalnom
funkcijom.

11.1 Prema tom modelu odredi broj novozarazenih
u dvotjednom periodu koji je prethodio datumu 8.
sijeCnja 2021. (4 boda)

11.2 Oznacimo broj dana varijablom t tako da da-
tum 7. rujna 2020. odgovara vrijednostit = 0. Eks-
ponencijalni model za broj novozarazenih u pret-
hodna dva tjiedna k dan je formulom: k = a - 2%
Definiraj konstante ai b. (4 boda)

11.3 Objasni zbog ¢ega ovaj model nije primjenjiv
za dugoro¢no predvidanije broja zarazenih. (4 bo-
da)

12. Maksimizacija prihoda prodaje (12 bodova)

Cijena jednog proizvoda iznosi 60 eura. Trgovac
procjenjuje da ¢e se po ovoj cijeni prodati 1000
proizvoda. Kako bi povecao prihod od prodaje, tr-
govac je odlucio promijeniti cijenu proizvoda. Na
temelju iskustva steGenog prodajom sli¢nog proiz-
voda, trgovac procjenjuje da svaki euro za koji se
poveca cijena proizvoda, prodaja se smanji za 10
proizvoda. Sukladno tome, ako se cijena proizvo-
da smaniji za jedan euro, tada se prodaja poveca
za 10 proizvoda.

12.1 Koliki je prihod od prodaje ako je cijena pro-
izvoda 55 eura? (2 boda)

12.2 Napisi funkciju koja modelira prihod od pro-
daje f (X), pri ¢emu je X promjena cijene proizvoda.
Odredi f’(x). (5 bodova)

12.3 Za koju Ce cijenu proizvoda trgovac ostvariti
maksimalni prihod od prodaje? (5 bodova)

13. Kuboidni poliedar (12 bodova)

Duljina brida drvene koc-
ke je 2cm. Razmotrimo
dva poliedra koji su dobi-
veni piljenjem dijelova u
obliku piramide iz kutova
kocke, na nacin opisan u

nastavku (slika 13. A). Slika 13. A

13.1 Na stranama kocke nacrtajmo duzine koje
spajaju polovista susjednih bridova. Odrezemo pi-
ramide iz kutova kocke, Cije su baze omedene tim
duzinama. Odredi obujam tako dobivenog polied-
ra. (6 bodova)

13.2 Na stranama kocke nacrtajmo duZine Cije
su krajnje toCke na susjednim bridovima tako
smijestene da strane tvore pravilan osmerokut. Od-
rezemo piramide iz kutova kocke, Cije su baze
omedene tim duzinama. Odredi oplosje tako dobi-
venog poliedra. (6 bodova)

Vi§a razina
Dio A (rije$i sva Cetiri zadatka)

1. Osnovni zadatci (12 bodova)

1.1 Veéa nul-totka polinoma p(x) = x> — 6 je
X=____ (2 boda)

1.2 Vrijednost funkcije f (X) = X3 — X% + 1 u tocki
x=2jef(2)=_ (2 boda)

1.3 Vrijednost prve derivacije funkcije f (x) = x5 —
X2+ Lutotkix = 2jef’(2) =____. (2 boda)

1.4 Rjedenije jednadzbe 55 = 25 glasi k =____.
(2 boda)

R ) x> — 16
1.5 Grani¢na vrijednost funkcije f (x) =

tocki x = 4je limy_4f (X) =—__ (2 boda)

1.6 Vrijednost izraza X3 + L ako je X* + 1 = 26
X< 0 jex®+1=__ (2boda)

broj 118 / godina 24. / veljata 2023.



2. Metode rjeSavanja jednadzbi (12 bodova)

2.1 Rijesi jednadzbe (2x + 1)(X — 6) = O
(2y + 1)(y — 6) = —6 koriste¢i se pravilom
mnoZenja svakog Clana iz prve zagrade sa svakim
¢lanom iz druge zagrade i metodom razlikovanja
sluGajeva. (6 bodova)

2.2 RijeSi jednadzbe 5(7x — 2) + 7(7x — 2) = 12
i 5(7y — 2) + 7(7y + 2) = 12 koristeci se svoj-
stvom distributivnosti mnozenja prema oduzimanju
i metodom razlikovanja slucajeva. (6 bodova)

3. abBA zadatak (12) bodova

3.1 Pojednostavni izraz (&2 + v/2ab + b?)(a® +
v/2ab + b?). (6 bodova)

3.2 Zadana je funkcija f (X) = Ae* + Bcos(3X).
Odredikonstante AiBakojef (0) = 4if’(0) = 5.
(6 bodova)

4. Polinomi (12 bodova)

Grafovi polinoma f (x) = (X — 2)(x + 2)(x — 1) i
g(X) = —2(x—2)(x+2)(x+1) sijeku se u tri totke
(2’ O)v (_27 O) i (X07y0) gdie jeXo € <_2’ O> :

4.1 Odredi koordinate sjecista (Xo, Yo). (4 boda)

4.2 Izratunaj povrsinu podrucja omedenog grafo-
vima zadanih polinoma na intervalu [0, 2]. (8 bo-
dova)

Dio B1 (rijesSi po volji odabrana tri zadatka)

5. ViSestruki izbor (12 bodova)

5.1 U svim paralelogramima dijagonale
a) su jednake duljine

b) se sijeku

c) su okomite

d) dijele paralelogram na Cetiri sukladna trokuta.
(1 bod)

5.2 Kocka ima

a) 4 strane, 6 vrhova i 8 bridova

b) 6 strana, 8 vrhova i 10 bridova

c) 6 strana, 8 vrhova i 12 bridova

d) 8 strana, 10 vrhova i 12 bridova. (1 bod)
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5.3 Pravac koji sijeCe kruznicu u dvije tocke je
a) kruzni luk b) sekanta
c) tangenta d) tetiva. (1 bod)

5.4 Parabola je skup svih to¢aka ravnine koje su
jednako udaljene od zadanog pravca i

a) nul-toCki parabole

b) zadane tocke

C) osi simetrije parabole

d) tjemena parabole. (1 bod)

5.5 Ako ne-nul vektor pomnozimo reciprocnom vri-

jednosti njegove duljine, tada dobivamo

a) suprotan vektor

b) ekvivalentan vektor

c) vektor Cija je pocetna tocka ujedno i krajnja
to¢ka zadanog vektora

d) vektor koji je paralelan sa zadanim vektorom. (1
bod)

5.6 Bilo koje tri razli¢ite toCke u prostoru jednoz-
nacno ne odreduju

a) kuglu b) trokut

c) krug d) ravninu. (1 bod)

5.7 Za realne brojeve a i b, nejednakost a < b
vrijedi, ako i samo ako

a) |a < |b| b) a < b?
c) & < b? d)ad < b?
e) a < bd f) a® < b, (2 boda)

5.8 Vrijednost derivacije funkcije f (X) = (x?45x+
1)(x + 3) u tocki X = 0 iznosi

a) 0 b) 1
c) 3 d) 8
e) 10 f) 16

g) 28. (2 boda)

5.9 Zadana je jednadzba X* = 100. Za X tada
vrijedi

a) x=10

b) x=5

c) 3<x<4

d x<3

e) 4<x<5

f) x > 10. (2 boda)
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6. Polozaj kruznice i parabole (12 bodova)

Neka je r > 0. Parabolay = X? i kruznica
X2 4+ (y — 2)2 = r? sijeku se u dvile tocke. lz-
raunaj povrsinu podrucja omedenog ovim dviema
krivuljama. RjeSenje zaokruzi na dvije decimale.

7. SlastiCarska matematika (12 bodova)

7.1 Vrecica sadrzi 22 bombona s okusom slanog
sladi¢a i 19 bombona s voénim okusom. Eeri je
uzeo tri bombona iz vrecice. Kolika je vierojatnost
da su sva tri bombona vo¢nog okusa? (6 bodova)

7.2 Svi bomboni koje je Eeri uzeo bili su voénog
okusa, stoga je ostalo 16 bombona voénog oku-
sa i 22 bombona s okusom slanog sladi¢a. Kuura
je uzela 5 bombona iz vrec¢ice. Kolika je vierojat-
nost da je medu odabranim bombonima bio barem
jedan bombon voénog okusa i jedan s okusom sla-
nog sladi¢a? (6 bodova)

8. Neprekidna nediferencijabilna funkcija
(12 bodova)

Napisi primjer funkcije f : R — R koja nije dife-
rencijabilna u tocki x = 1. Koristeci se kvocijentom

f(x)—f(2)
x—1

nije diferencijabilna u tocki X = 1. Takoder dokaZi
neprekidnost funkcije.

diferencijabilnosti , dokazi da funkcija

9. Numeri¢ke metode (12 bodova)

Promotri podrucje B koje se nalazi u prvom kva-
drantu jedini¢nog kruga odredenog uvjetima 0 <
Xx<1i0<y<+v1-—x2 Koristedi se pravilom
trapeza i metodom bisekcije za procjenu povrsine
podrucja B, odaberi tri propozicije te im dokazi is-
tinitost.

Propozicija 1. Metodom bisekcije dobije se procje-
na povrsine koja je ve¢a od stvarne povrsine pod-
rucja B.

Propozicija 2. Metodom bisekcije dobije se pro-
cjena povrsine koja je manja od stvarne povrsine
podrucja B.

Propozicija 3. Pravilom trapeza dobije se procjena
povrsine koja je veda od stvarne povrsine podrucja
B.

Propozicija 4. Pravilom trapeza dobije se procjena
povrsine koja je manja od stvarne povrsine podrucja
B.

Dio B2 (rijesi po volji odabrana tri zadatka)

10. Skulptura (12 bodova)

Skulptura koja se nalazi u parku izgradena je od
zeljeznih Sipki (slika 10.A). Gornji dio skulpture je
piramida, a donji kvadar s kvadrathom bazom.
Predvidena je izgradnja sli¢ne skulpture na horizon-
talnoj platformi u dvori§tu Znanstvenog centra. Os-
novni bridovi kvadratne baze nisu uklju¢eni u izradu
okvira, Nova gradevina mora ispunjavati sliedece
uvjete: unutarnji volumen konstrukcije je 21 m3, a
visina gornjeg dijela (piramide) jednaka je polovi-
ni visine donjeg dijela. Koja je najmanja moguca
ukupna duljina Zeljezne Sipke L potrebne za ovu
konstrukciju?

Slika 10.A

Pretpostavimo da se cijela duljina Zeljezne Sipke L
moZze upotrijebiti za gradnju. Materijal koristen za
spojeve ne treba uzimati u obzir. Odgovor zapisi u
metrima zaokruzen na dvije decimale.
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11. Vektori (12 bodova)

11.1 Ravninski vektori & i b implementirani su u
sustav jednadzbi

IzraGunaj duljine vektora @i b. (5 bodova)

11.2 Vektori podzadatka 11.1, & i b, dodatno su
implementirani u sustav jednadzbi

.- V1
a-b=—-
10 1
a (WVI—j=—"=.
Wa=D =7

Oznacimo simbolom ¢ kut izmedu vektoqra 3dibi
simbolom 6 kut izmedu vektora /37— 7Jib. Odredi
veli¢ine kutova ¢ i 0 (5 bodova)

11.3 Odredi vektor @ koji ispunjava uvijete iz pod-
zadataka 11.1111.2 te uvjet b= ———7. (2 boda)

V5

Pascalov trokut (12 bodova)

Unutar Pascalova trokuta sva-
ki se broj dobije zbrajanjem
dvaju brojevaiznad njega (sli-
ka 12.A). Najudaljeniji broje-
vi u svakom retku su jedini-
ce. Brojeve u retku ni stup-
cu k ozna¢avamo ppk. Bro-
jevi u Pascalovu trokutu defi-
nirani su rekurzivno na slje-
de¢i nacin: Pno = Pnn = 1l zasvakin > 0
i Pak = Pn—1k + Pn—1k—1, kada je n > 2
0 < k < n. DokaZi matematickom indukcijom
da u Pascalovu trokutu vrijedi:

Slika 12.A

n 2n
k:Opn,k =2.

Polinomi viSeg stupnja (12 bodova)

Promotri polinom P(x) = x®™1 — (x — n)(x —n+
1)-...- (X+n—=1)(x+n), gdie je n > Ocijeli
broj te X realan broj. Dokazi da polinom P(X):

e ima najmanije jednu nul-tocku (4 boda)

e ima najviSe 2n — 1 nul-tocaka (4 boda)

e nema nul-to€aka za Xg > N. (4 boda)

Zakljucak

UspjeSno polozena matura u sustini djeluje motivi-
raju¢e za upis na fakultet, no pojedini fakulteti mogu
organizirati i dodatne prijamne ispite, stoga posto-
je razli¢ite varijacije bodova za upis. Na primjer,
boduje se samo prijamni ispit ili se boduje ispit ma-
ture, ili se boduju ispit mature i prijamni ispit. Neki
fakulteti organiziraju pripreme za prijamne ispite.
Generalno govoreci, upis na finske fakultete nije
jednostavan. U prosjeku, 1 od 3 prijavljenih kan-
didata uspjesno upiSe fakultete primjenjenih zna-
nosti, dok 1 od 4 prijavljenih uspjesno upise ostale
fakultete. Ovakav minuciozni selekcijski postupak
ima svoju svrhu. Naime, po kvaliteti obrazovanja,
finski fakulteti ubrajaju se u 4 % najboljin fakulteta
na svijetu.
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