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Potencija tocke u odnosu na
Kruznicu

Promotrimo najprije uvodni primjer.

Primjer 1. Dani su toCka T i kruznica k. Kroz
tocku T povucena su dva pravca koja sijeku danu
kruznicu u tockama A i B, odnosno Ci D. Dokazite
davrijedi |[TA| - |TB| = |TC| - |TD|.

Rjesenje: Da bismo to dokazali, trebat cemo uociti
jedan tetivni Cetverokut i par slicnih trokuta. Za
pocetak, ako se to¢ka T nalazi na kruznici, obje
strane gornje jednakosti jednake su 0 pa jednakost
stoga vrijedi.

Pretpostavimo da se to¢ka T nalazi izvan kruznice
k (slika 1). Tocke A, B, Ci D su vrhovi Cetverokuta.

Lana Frkin, Samobor

Nakon §to smo se u proslim geometrijskim
¢lancima [1] i [2] dotaknuli osnova geometrije
kao §to su kruznica, srediSnji i obodni kut,
tetivni Cetverokut i sli¢nost trokuta, sada
mozemo uci u specifiCnije teme, kao Sto su
potencija tocke i radikalna os. Potencija tocke
ne zahtijeva nikakvo posebno predznanje osim
osnova geometrije. Stoga je dobra tema za
osnovnoskolce koji zele nauditi nesto vise o
geometriji. Radikalna os je malo zahtjevnija i
premda su primjeri objasnjeni u detalje tako
da se i bez predzanja moZe razumieti, za
rieSavanje zadataka potrebno je viSe iskustva.

Primijetimo da je Cetverokut tetivan jer se sva
Cetiri njegova vrha nalaze na istoj kruznici, U
geometrijskim zadatcima s kruznicama, tetivnim
Cetverokutima ili trokutima korisno je odrediti ku-
tove i vidjeti koji su mozda sukladni ili povezani
na neki drugi nacin. Prisjetimo se da je zbroj ve-
licina nasuprotnih kutova tetivnog Cetverokuta jed-
nak 180°. Iz tog svojstva slijedi da je JDAT =

A

Slika 1.

Lana Frkin, Udruga mladi nadareni matematicari “Marin Getaldi¢”, Zagreb, mnm@mnm . hr
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180° — 4BCD = JTCB. Sada primje¢ujemo
da trokuti ATAD i ATCB imaju zajednicki kut pri
vrhu T te su kutovi SDAT i 4TCB sukladni. Pre-

ma KK poucku o sli¢nosti trokuta slijedi da su ta

o . [TA[ _ |TC]
dva trokuta slicna pa imamo —— = ——

7D ~ (7B "
TA| - |TB| = |TC| - |TD).

S druge strane, ako se tocka T nalazi unutar
kruznice k (slika 2), prema poucku o srediSnjem
i obodnom kutu vrijedi JBAD = <JBCD te
JABC = JADC. Stoga su prema KK poucku
o sli¢nosti trokuta i u ovom slu¢aju trokuti ATAD |
ATCB sli¢ni te vrijedi |[TA| - |TB| = |TC| - |TD|.
Time smo dokazali trazenu jednakost.

A
C

Slika 2.

Za rieSavanje sljedeéeg primjera moramo se pris-
jetiti prvog primjera iz [1], poucka o kutu tangente
i tetive: kut izmedu tetive kruznice i tangente na tu
kruzZnicu u jednoj od krajnjih tocaka tetive sukladan
je obodnom kutu nad tom tetivom. Ako se ucenici
nisu susreli s tim pouc¢kom, to moze biti dobar za-
datak za vieZbu.

Primjer 2. Vrhom C trokuta AABC povucena je
tangenta na opisanu kruznicu tog trokuta. Neka je
T sjecite pravca AB i te tangente. Dokazite da
viijedi |TA| - |TB| = |TC[*.

Rjesenje: Oznacimo na skici kutove za koje znamo
da su sukladni (slika 3). 1z pou¢ka o kutu tangen-
te i tetive (vrlo bitan poucak!) znamo da su kutovi
JBCT i YTAC sukladni. Sada moZzemo primije-
titi da su trokuti ATCB i ATAC slicni prema KK

poucku jer imaju dva sukladna kuta. 1z toga slijedi
\TB| _|TC| . 2

= tojest |TA| - |TB| = |TC|".
7C] = [ra] St ITAl Tl = [TC]

Slika 3.

Sada smo spremni za definiciju potencije tocke u
odnosu na kruznicu.

Definicija. Neka je k kruznica sa sredistem O i
polumjerom duljine r i neka je T tocka u ravnini.
Potencija tocke T u odnosu na kruznicu k je broj
loT)> — 2.

Potencija tocke u odnosu na kruznicu definirana je
za bilo koju to¢ku ravnine. Vidimo da je potencija
toCke pozitivna ako se toCka nalazi izvan kruznice,
a negativna ako je unutar kruznice. Ako je toCka
na kruznici, potencija toCke u odnosu na kruznicu
iznosi 0.

Primjer 3. Neka je k kruznica sa sredistem O, a T
tocka u ravnini koja se ne nalazi na kruznici. Povuci-
mo pravac p koji prolazi tockama T'i O. Oznac¢imo
s A i Btocke ukojima se ki p sijeku. DokaZite da je
potencija to¢ke T u odnosu na kruZnicu k jednaka
|TA|-|TB| ako je tocka T izvan kruznice, odnosno
—|TA| - |TB| ako je tocka T unutar kruznice.

Rjesenje: Oznacimo s r duljinu polumijera kruznice
k. Promotrimo dva slucaja:

1. slucaj: Tocka T nalazi se izvan kruznice k.

Slika 4.
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Bez smanjenja opéenitosti pretpostavimo da se A
nalazi izmedu to¢aka B i T. Primijetimo da vrijedi

ITA| = |T0] — |0A| = |OT| ~ r,
|TB| = |TO| + |OB| = |OT| +r.

Zato je

|TA|-|TB| = (|OT|-r)-(|OT|+r) = |OT|* = .

2. slucaj: ToCka T nalazi se unutar kruznice k.

Slika 5.

Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da se T
nalazi izmedu tocaka A i O. Primijetimo da vrijedi

|TA| =r—|OT| i |TB| = r+ |OT]|.
Zato je

|TA[-|TB| = (r = [OT|) - (r + |OT])
= —|or|

paje
|OT|* — * = —|TA| - |TB|.

Time je dokazana tvrdnja, no nastavimo. Povuci-
mo neki drugi pravac kroz T koji sijece kruznicu k
uto¢kama C'i D.

Sada, prema primjeru 1. zakljuCujemo da je |TA| -
|TB| = |TC| - |TD|, ato je prema primjeru 3 jed-
nako apsolutnoj vrijednosti potencije tocke T u od-
nosu na kruznicu k.

Primijetimo jo$ i ovo: ako se tocke C i D poduda-
raju, tj. ako je povuceni pravac iz tocke T tangenta
na kruznicu s diraliStem u to¢ki C, potencija tocke
T u odnosu na tu kruznicu iznosi |TC|*.

Slijede primjeri na kojima ¢emo pokazati najbitnija
svojstva potencije tocke.

Primjer 4. Neka je ABCD Cetverokut i neka je
tocka T sjeciste pravaca AB i CD. Ako vrijedi
|TA|-|TB| = |TC|-|TD|, dokaZzite da je Cetverokut
ABCD tetivan.

Rjesenje: Kada proc¢itamo ovaj zadatak, vjerojatno
je prvo pitanje koje si postavimo kako dokazatida je
Cetverokut tetivan. Odgovor na to pitanje je zapra-
vo vrlo jednostavan. Znamo da ako je zbroj veli¢ina
nasuprotnih kutova u Cetverokutu 180°, Cetverokut
je tetivan.

Kada nacrtamo skicu, mozemo vidjeti da imamo
nesto vrlo sliéno primjeru 1. te pogledamo sliku
1 (mozemo pretpostaviti da je B izmedu T i A).
Ako pokaZemo da je npr. kut JTCB sukladan
kutu 9DAT, pokazali smo da je kut JBCD =
180° — JDAT, iz ¢ega bi slijedila tetivnost tog
Cetverokuta. Sada se mozemo pitati kako poka-
zati da su dva kuta sukladna. Danu jednakost
|TA| - |TB| = |TC| - |TD| mozemo zapisati kao
jednakost omjera nekih duzina, pa bi dobra stra-
tegija bila to iskoristiti da dokazemo slicnost ne-
kih trokuta. Trokuti koji ovdje mogu biti sli¢ni su
ATAD i ATCB. 1z |[TA| - |TB| = |TC| - |TD|
e [TAL _ 17D]

slije 7c| ~ [TB|
kut s vchom T pa su trokuti slicni. Odatle slije-
di 4DAT = 4TCB, iz ¢ega, kao $to smo vidjeli
slijedi da je Cetverokut ABCD tetivan.

Ti trokuti imaju zajednicki

Primjer 5. Dana je kruznica sa srediStem u tocki
0. Neka je A toc¢ka na kruznici, B tocka na tangenti
na kruznicu u to¢ki A, a D toCka unutar kruznice
takva da duzina BD sijede kruznicu u tocki C. Ako
je |BC| = |DC| = 3, |OD| = 2i|AB| = 6,
koliko iznosi povr§ina kruga omedenog zadanom
kruznicom?

Rjesenje: Da izratunamo povrSinu kruga, potre-
ban nam je polumjer. Ovdje ¢emo polumijer iz-
raunati uz pomoc¢ potencije tocke. Jedan trik kojim
se Cesto koristimo u zadatcima s potencijom toc¢ke
jest produljivanje duZina do sjecista s kruznicom ta-
ko da mozemo iskoristiti potenciju to¢ke. U ovom
zadatku to éemo primijeniti na duzine BD i OD.
Neka je E druga tocka u kojoj pravac BD sijece
kruznicu, a F i G toCke u kojima ju sijeCe pravac
OD.
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Slika 6.

Imamo |OF| = |OG| = |OA| = r. Iz toga zna-
mo da vrijedi: |DG| = r+ 2 i |DF| = r — 2,
jer je |OD| = 2. Sada moZzemo iskoristiti po-
tenciju tocke. Za potenciju tocke B u odnosu
na kruznicu vrijedi: |BC| - |BE| = |BA|*, odak-
le je |[BE| = 12. Iz toga slijedi da je |DE| = 6.
Ako promotrimo potenciju to¢ke D, dobivamo:
|DE| - |DC| = |DF| - |DG]|. Ako uvrstimo ve¢ do-
biveno, iz 6 -3 = (r — 2) - (r + 2) slijedi r* = 22,
$to znadi da je povréina kruga P = r? - m = 227

Primjer 6. Kruznice k; i k», polumjera ry i r,, dodi-
ruju se izvana u tocki A. Na kruznici k; odabrana je
to¢ka B, atoCka T je diraliste kruznice k; i tangente
na tu kruznicu povucene iz tocke B. Izrazite |BT|
polumjerima ry i 7, te duljine a = |AB|.

Slika 7.

Rjesenje: Primijenimo sli¢an trik kao i u prethod-
nom zadatku. Pogledajmo skicu (slika 7) koju smo
nacrtali i pokusSajmo pronaci duzinu koju mozemo
produljiti kako bismo iskoristili potenciju toCke.

DuZina BA je dobar kandidat jer u tom slugaju
mozemo iskoristiti potenciju to¢ke B u odnosu na
kruznicu k,. Nazovimo drugu tocku u kojoj pra-
vac BA sijece kp tockom C. Iz potencije tocke B u
odnosu na kruznicu k, dobivamo:

IBT|> = |BA| - |BC| = a - (a + |AC)).

Dakle, trebamo izraziti |[AC| s pomoc¢u ry, 13 i a.
Nekasu Sy, S, redom sredista kruznica ky i k,. Pro-
motrimo trokute AAS1B i AAS,C. Oba su trokuta
jednakokracna, a kut pri vrhu A im je zajednicki. Iz
toga prema KK-poucku o srliénosti trokuta slijedi’ga
2 2

. r
su slicni. Dakle, — = — < |AC| = a - —.
a |AC‘ | | I

,
Uvrstavanjem dobivamo | BT|* = a- (a +a- 2) :

T
e )
pajeriesenje |BT| =a- /1 4+ —.
r

Primjer 7. Dan je trokut AABC i to¢ka T na prav-
cu AB, koja nije izmedu A i B, takva da vrijedi
ITA| - |TB| = |TC|*. Dokazite da je pravac TC
tangenta na kruznicu opisanu trokutu AABC.

Rjesenje: Ovo ¢emo dokazati tako da pretposta-
vimo suprotno i dodemo do kontradikcije. Dak-
le, pretpostavimo da pravac TC sijeCe opisanu
kruznicu u jos jednoj tocki koju ozna¢imo s D.

Iz potencije tocke T na tu kruznicu imamo: |TA| -
|TB| = |TC| - |TD|, a iz uvjeta zadatka |TA]| -
|TB| = |TC|*. DaKle, |TC|* = |TC|-|TD|iz éega
slijedi |TC| = |TD|. Ovo zna¢i dasu C i D ista
tocka, pa pravac T'C sijeCe kruznicu u samo jednoj
toCki, Sto znaci da je to tangenta na kruznicu.

Zadatci za vijezbu

Zadatak 1. Neka je ABCD tetivni Cetverokut u
kojem je |AD| = |BD|. Neka je M sjeciste nje-
govih dijagonala, I srediste kruznice upisane tro-
kutu ABCM te N drugo sjeciste pravca AC i
kruznice opisane trokutu ABMI. Dokazite da je
|AN|-|CN| = |BN| - |CD|.
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Zadatak 2. U Siljastokutnom trokutu AABC (pri
¢emu je |BC| > |AC|) nozista visina iz vrhova A i
B suredomtocke D i E. Pravac kroz A i poloviste
stranice BC sije&e kruznicu opisanu trokutu AABC
u tocki N. Kruznica opisana trokutu AADN sijece
pravac BC u to¢kama D i G. Neka je F toCka u
ravnini takva da je Cetverokut EBF'C pravokutnik.
Dokazite datocke G, C, N i F leze na istoj kruznici.

Radikalna os

Primjer 8. Neka su k i ky dvije kruznice koje se
sijeku u toCkama A i B. Dokazite da sve toCke prav-
ca AB imaju jednaku potenciju u odnosu na obje
kruznice.

Rjesenje: Uzmimo neku tocku T koja se nalazi na
pravcu AB (slika 8).

Slika 8.

Ako je tocka T izvan kruznica ki i k,, tad je nje-
zina potencija u odnosu na kruznicu k; jednaka
|TA| - |TB|jersuA,B € k.

Buduc¢idaje A, B € k,, potencijatocke T u odnosu
na kruznicu k; iznosi takoder |TA| - |TB| pa je tvrd-
nja istinita. Ako je to¢ka T unutar kruznica ky i k,
tada je njezina potencija u odnosu na obje kruznice
—|TA| - |TB| iutom slu€aju tvrdnja je istinita.

Definicija. Dane su dvije nekoncentri¢ne kruznice
u ravnini. Njihova radikalna os ili potencijala je
skup svih to¢aka koje imaju jednaku potenciju u
odnosu na obje kruznice.

Prethodni primjer pokazuje da u slu¢aju kruznica
koje se sijeku sve toCke pravca kroz njihova sje-
cista pripadaju radikalnoj osi, no nismo dokazali
da su samo te toCke na radikalnoj osi.

Moze se dokazati da je skup toCaka koje imaju jed-
naku potenciju u odnosu na dvije nekoncentri¢ne
kruznice uvijek pravac okomit na spojnicu sredista
kruznica (Cak i ako se kruznice ne sijeku). Dokaz
mozete nadi u [Palman, str. 18-20].

p

ky

Slika 9.

Primjer 9. Dane su kruznice k; i k» koje se sije-
ku u to¢kama K i L te njihova zajednicka tangenta
koja ih dodiruje u toCkama A i B, tim redom. Ne-
ka je M sjeciste pravaca AB i KL. DokaZite da je
|AM| = |BM|.

Slika 10.

Rjesenje: Znamo da je pravac KL radikalna os tih
dviju kruznica. To znaci da je potencija svake toCke
na tom pravcu na tim dvjema kruZznicama jednaka.
No, potencija to¢ke M je jednaka |MB|2 na jednu
kruznicu i |MA|2 na drugu. Te dvije potencije su
jednake, pa je |MB| = |MA|.

Primjer 10. Neka je AABC Siljastokutan trokut s

ortocentrom H, a M i N proizvoljne to¢ke redom
na duzinama AB i AC. Kruznice s promjerima BN i
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CM sijeku se utockama P i Q. Pokazite da su todke
P, Qi H kolinearne (tj. da leze na istom pravcu).

B

Slika 11.

Rjesenje: Ozna¢imo s B’, C’' redom nozista visi-
na iz vrhova B, C u trokutu AABC. Cetverokut
BCB'C’ je tetivan jer su BC'C i 4BB’'C pravi
kutovi (to¢ke B’ i C’ su na kruznici kojoj je AB pro-
mijer). 1z primjera 1 znamo da je |HB||HB'| =
|HC||HC'|. Kruznica promjera BN sadrzi tocku B’
jer je kut SBB’'N pravi. Iz tog razloga je |HB||HB'|
potencija tocke H u odnosu na kruznicu promje-
ra BN (jer ta kruznica sadrzi i B i B). Na is-
ti nadin zaklju¢ujemo da je |[HC||HC'| potencija
to¢ke H u odnosu na kruznicu promiera CM. Dak-
le, tocka H ima jednaku potenciju u odnosu na te
dvije kruznice, iz Cega slijedi da se H nalazi na nji-
hovoj radikalnoj osi. Radikalna os tih kruznica je
upravo pravac PQ, sto znaci da se H nalazi na
pravcu PQ, ¢ime je tvrdnja dokazana.

Primjer 11. Dan je paralelogram ABCD takav
da je JCBA > 90° i |JAC| > |BD|. Opisana
kruznica trokuta BCD sije¢e dijagonalu AC po dru-
gi put u to¢ki M. Dokazite da je pravac BD zajed-
nicka tangenta kruznica opisanih trokutima AABM

i AADM.

Rjesenje: Oznacimo sa S sjeciste dijagonala pa-
ralelograma. Cetverokut BCDM je tetivan jer je
M na kruznici opisanoj trokutu BCD. Koristimo se
potencijom to¢ke S na tu kruznicu: |SB| - |SD| =
|SM| - |SC|. Znamo da se dijagonale paralelogra-
ma raspolavijaju, dakle |[SB| = |SD| i [SA| = |SC]|.
Zato je [SM| - |SA| = |SD|*. Promotrimo poten-
ciju tocke S u odnosu na kruznicu opisanu trokutu
AADM, iz toga mozemo zakljuditi da je pravac
SD tangenta na tu kruznicu u tocki D (koristimo se
tvrdnjom dokazanom u primjeru 7.). Analogno, iz

|ISA| - |SM| = |SB|* zaklju¢ujemo da je pravac SB
tangenta kruznice opisane trokutu AABM u vrhu
B. Dakle, pravac BD je zajednitka tangenta tih
dviju kruznica.

Slika 12.

Zadatci za vijezbu

Zadatak 3. Dane su tri kruznice ki, k; i k3 te prav-
ci s1, 5o i s3 koji su redom radikalne osi parova
kruznica (kg,k3), (k3,k1) i (kl,kg). Dokazite da
su sy, 57 i 53 paralelni pravci ako su sredista danih
kruznica kolinearna, a u suprotnom prolaze istom
tockom. Ta toCka zove se radikalno srediste.

Zadatak 4. Upisana kruznica trokuta AABC sa
sredistem u todki I dira stranice BC,AC,AB re-
dom u to¢kama D, E, F. Neka pravac Al sijeCe
kruznicu opisanu trokutu AABC u tockama A i M.
Tangenta u toCki M na opisanu kruznicu trokuta
AABC sijece pravce AC i AB redom u toCkama
K i L. DokaZite da to¢ka D lezi na radikalnoj osi
kruznica opisanih trokutima AEIK i AFIL.

Tezi zadatci

Zadatak 5. Neka su k; i kp dvije kruznice koje
se ne sijeku. DokaZite da je geometrijsko mjesto
srediSta kruznica koje su ortogonalne na njih nji-
hova radikalna os. (Dvije su kruZnice ortogonalne
ako se sijeku i tangente povucene na te kruznice u
njihovom sjecistu su medusobno okomite.)

Zadatak 6. Neka su A, B, C i D to¢ke na istom
praveu tim redoslijedom. KruZnice promjera AC |
BD sijeku se u tockama X i Y . Neka je P tocka
na pravcu XY koja se ne nalazi na pravcu AB te
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neka su M i N redom sjecista pravaca CP i BP
s kruznicama promjera AC i BD. DokaZite da se
pravci AM, DN i XY sijeku u jednoj tocki.

Zadatak 7. Neka je AABC S$iljastokutan trokut s
ortocentrom H i D to&ka na stranici BC. Neka su E
i F redom nozista visina iz vihova B i C, a tocka X
takva da je DX promier kruznice k; opisane troku-
tu ADCE. Analogno neka je ko kruznica opisana
trokutu ABDF i neka je Y totka takva da je DY
promijer kruznice k,. Dokazite da sutocke X, Y i H
kolinearne.

RjeSenja zadataka za vjezbu

1. Neka je E drugo sjeciste pravca BN i kruznice
opisane Cetverokutu ABCD. Uocimo da Ce tvrdnja
biti dokazana dokaZzemo li da je Cetverokut ENCD
paralelogram jer je tad |CD| = |EN| pa tvrdnja
slijedi iz |AN| - |CN| = |BN| - |EN|. Oznacimo
JDAB = . Tada vrijede sljedece relacije za ku-
tove:

JDEB =<4DAB = o (obodni kutovi)

JABD =<4DAB = o (AABD je jednakokracan)
JACD =4ABD = o (obodni kutovi)

JBDA =180° — 20 (kutovi u AABD)

JACB =JADB = 180° — 2a¢  (obodni kutovi)
JIMCB
2

(kut u sredistu upisane kruznice u AMCB)
JMNB =a  (Cetverokut IBNM je tetivan).

IMIB =90° + =180° — «

Slika 13.

Dakle, INED = 4BNC = JNCD = «, paje
Cetverokut ENCD zaista paralelogram, $to je i tre-
balo dokazati.

2. Neka je M poloviste BC (slika 14). Zato §to
je Cetverokut EBFC pravokutnik te budu¢i da su
Cetverokuti ABNC i AGN D tetivni, vrijedi

\ME||MF|=|MB||MC|=|MA||MN|=|MD||MG|.

Slka 14.

Iz jednakosti |[ME| - |MF| = |MA| - |MN| za-
kljuCujemo da je Cetverokut EAFN tetivan, a iz jed-
nakosti [ME| - [MF| = |[MD| - |MG| slijedi da je
Cetverokut EGFD tetivan.

U opisanoj kruznici trokuta ABC kutovi JBCN |

<JBAN su obodni kutovi nad istim lukom BN pa
je 4BCN = JBAN. Ujedno vrijedi i 4BAN =
JBAC — gNAC = oo — INAC.

U kruznici koja sadrZi tocke E, A, F, N kutovi

JNAE i INFE su obodni kutovi nad lukom NE
paje NAE = JNFE.

U kruznici koja sadrzi tocke E, G, F i D kutovi

JEFG i JEDG su obodni kutovi nad lukom EG
pa su jednakih veli¢ina, tj. JEFG = JEDG.

Budu¢i da su kutovi JAEB i JADB pravi kutovi
nad istom duZinom AB, prema obratu Talesova te-
orema o pravom kutu nad promjerom kruznice sli-
jedi da je AB promier kruznice kojoj pripadaju to¢ke
E i D. Drugim rije€ima, Cetverokut ABDE |e tetivni
te za njegove kutove vrijedi: o + JEDB = 180°,
uz oznaku & = JBAG.

broj 118 / godina 24. / veljata 2023.



KoristeCi se svim gore navedenim imamo ovaj niz
jednakosti:

JGCN

JBCN = JBAN = a — INAC
o — INAE = o — INFE
o — (ANFG — JEFG)
o — INFG + JEFG
o — INFG + JEDG
o — INFG + JEDB
— 180° — INFG.
Dakle, JGCN = 180° — gNFG, ato znadi da je

Cetverokut CGFN tetivan, tj. te Cetiri tocke pripa-
daju jednoj kruznici §to je i trebalo dokazati.

3. Uputa: ako su sredista svih triju kruznica koli-
nearna, onda su radikalne osi paralelne jer su to
pravci koji su okomiti na pravac na kojemu ta sre-
dista leZe. Pretpostavimo da sredista nisu kolinear-
na. Tada se radikalne osi parova kruznica (ki, k»)
i (k2,k3) moraju sje¢i u nekoj tocki T. No, tada
to¢ka T ima jednaku potenciju na sve tri kruznice
ki, ky, k3 pa mora lezati i na radikalnoj osi para
(k3 k1).

4. Neka su k; i k, redom kruZnice opisane troku-
tima AEIK i AFIL, te neka je p njihova radikalna

Slika 15.

Budu¢i da se kruznice sijeku u I, pravac p prolazi
toCkom I. Trokuti AEIK i AFIL su pravokutni,
pa su sredista Oy i O, njihovih opisanih kruznica
polovi$ta duzina K1 i LI (slika 15). Ujedno, duZina
0,0, je srednjica trokuta ATKL, tj. 0,0, || KL.
Vrijedi sljededi niz ekvivalencija:

Dep < p=DI <= DI 1L 0,02
<= 0,0, || BC (ler DI 1. BC)
<= BC | KL.

Potrebno je, dakle, dokazati da je tangenta KL pa-
ralelna sa BC. Prvo zamijetimo da je tocka M na
simetrali stranice BC.

Naime, AI (odnosno AM) je simetrala kuta JBAC

pa su CM i MB kruzni lukovi sa sukladnim obod-
nim kutovima. Stoga su ti lukovi sukladni pa je
|CM| = |MB|, $to znaci da to¢ka M pripada sime-
trali duZine BC. Posebno, OM je simetrala duzine
BC. Buduéi da je tangenta KL tangenta opisane
kruznice upravo u diraliStu M, ona je okomita na
pridruzeni polumier, tj. na OM. To znadi da je KL
okomita na simetralu stranice BC, tj. paralelna je
sa stranicom BC $to je i trebalo dokazati.

5. RjeSenje ovog zadatka detaljno je objasnjeno
u videolekcijama Potencija tocke i radikalna os -
Zadatak 16 (1/2) | Potencija tocke i radikalna os -
Zadatak 16 (2/2) na nasem You Tube kanalu “MNM
Marin Getaldi¢”, vidjeti [5].

6. Ovaj je zadatak bio postavljen na Medunarodnoj
matematickoj olimpijadi 1995. godine te se njegovo
rieSenje nalazi na web-stranici https://art of -

problemsolving.com/wiki/index.php/1995._

IMO_Problems/Problem_1

7. RijeSenje ovog zadatka moZe se naci na You
Tube kanalu “MNM Marin Getaldi¢” pod naslovom
Potencija tocke i radikalna os — Zadatak 18, vidjeti
(6].
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