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 �� f : R → R ,������
 �
 �	
 �
 ��

f (−3t + 2) = 9t2 − 15t + 7, �
 � 	
 ��t ∈ R�

+ ������� f (x)�

���������� $��� ������ 
 �
 �
 � 	
 ��x ∈ R � 
� �
��

�������	����
� t ∈ R �
 �
 	 �
 �� −3t + 2 = x�

0
 ���
 � ����
 ����� −3t + 2 = x � 
���� 
 E���������
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−3t + 2 = x

−3t = x − 2

t =
2 − x

3
.

!	��� �
 	
 ����
2 − x

3
�� ��� �
 t � � 
������ ����

�
 ����� �
����� 


f (x) = 9 ·
(2 − x

3

)2
− 15 · 2 − x

3
+ 7

= x2 + x + 1.

�
 �����
 � 	
 ��x ∈ R ����
 	��������

f (x) = x2 + x + 1.

$�
	����� 
 �
��	��
 ����� ���� �	��� �
 	
 ����

x = −3t + 2 � �
��	��� ,
�� ��� �
 f (x)A

f (−3t + 2) = (−3t + 2)2 + (−3t + 2) + 1

= 9t2 − 15t + 7.
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 *��� �	� ,������� f : R → R �
 �	�
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 	������

f (xyz) = xf (x) + yf (y) + zf (z),

�
 � 	� x, y, z ∈ R�

���������� !	��� �
 	
 ���� y = 0�z = 0 � ����
 �����

�
��	
 � 


f (x · 0 · 0) = x · f (x) + 0 · f (0) + 0 · f (0)
f (0) = xf (x)

�
 � 	� x ∈ R�$
����
��
��	������
 � 	��������


x = 0 � 
 �	��� �
 	
 ���� �
��	
 � 


f (0) = 0 · f (0) = 0.

%�
�
 �� xf (x) = 0 �
 � 	� x ∈ R�%
 �
 � 
���� 


�� �
��������
 ����
 � ���� ���
 �
����� 


f (xyz) = xf (x)+yf (y)+ zf (z) = 0+0+0 = 0.

�
 ����f (xyz) = 0 �
 � 	� x, y, z ∈ R�!	�� ��� 
 ��

� �� ����
 �
� �y = 1�z = 1��� 
 � 
 f (x) = 0��� �


	�������
 � 	
 ��x ∈ R�

$��
� �
 �� � �
	�������
 ��,������
 f (x) = 0 ����� �����

"������

f (xyz) = xf (x) + yf (y) + zf (z)
= x · 0 + y · 0 + z · 0 = 0,

� 
 �� �
��	��
 ����� �����,������
 f (x) = 0 �
 � 	�

x ∈ R�������� ����� ���� ����
 ������
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�
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f (−x) = −f (x). !	��� �
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������� �� $�
�
 *��� �	� ,������� f : R → R �
 �	�

�
 ��

f (x)f (y) = f (x − y),

�
 � 	� x, y ∈ R.

���������� 0
 � ������ 
 ��� �
 �
�����
 �����(x, y) →
(x, 0)��
��	
 � 


f (x)f (0) = f (x − 0) = f (x),


 �
 � ���
� (x, y) → (0, x)

f (0)f (x) = f (0 − x) = f (−x).
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%�
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 �� f (x) = f (−x)� 
��
��
 ,������
 f ��

� 
 ��
 �

%
 �
 �	�� ��� 
 (x, y) → (x,−y)A

f (x)f (−y) = f (x − (−y)) = f (x + y),

� 
 ��
� � ����
��
� �
 �������
 
 � 
 ��
���,�������

f �� 
 � 
 �
 ��

f (x − y) = f (x)f (y) = f (x)f (−y) = f (x + y).

�
 ��	�������


f (x − y) = f (x + y), (1)

f � 
�
 �����
���
 ���
 ,������
 f (x) = c �
 ����

c ∈ R�� 
 �
 �
 ��
 � 
G

2 ��
 � � a�b ∈ R��
�
 �
 � ��� 
 �
 �� 8(9 �������

�
 �� f (a) = f (b)�

!
���� 
 �
 � 
� �
�� x, y ∈ R �
 �	��
 	������{
x + y = a

x − y = b.

1 
 � � x =
a + b

2
� y =

a − b
2

�"������A

f (a) = f (x + y) = f (x − y) = f (b).

1 �� � � � 
 �
�
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 �� ,������
 f �
���
 ���
 �

$��
 ��� ��A � 
��� ���	
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 ,������
 ����

����� ����G 2 ��
 �� c ∈ R �f (x) = c �
 � 	� x ∈ R�

1 
 �
 ��A

c · c = f (x)f (y) = f (x − y) = c.

0
 ���������� 
 �
 �� c = c2�
��
��
 c(1− c) = 0�

�� ����
 �������c = 0 ���c = 1� �
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�� �
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 � � ,������� f (x) = 0 �
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 ��x ∈ R �

f (x) = 1 �
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 ��x ∈ R�
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f (n + 1) − f (n) = f (f (n)),

�
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 ��n ∈ N?
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	��������n ≥ 1 ��

f (n + 1) − f (n) = f (f (n)) ≥ 1

f (n + 1) ≥ 1 + f (n) > f (n).

0
 ���������� 
 �
 �� ,������
 � ��
�
 �
 � �� �
 � �
�

�
 ���� 
 � 
 �
 � 
 ��� 
 �����
� ��������
� �
 ��

f (n) ≥ n, �
 � 	
 ��n ∈ N.

�� � 
��
��
��$ + ����
 �� f (1) ≥ 1 ��� �� f (1) ∈ N�

����� 
��
��
��$ $���� 
� �
 	�� 
 �
 �
 ����n ∈ N

	������f (n) ≥ n�1 
 �
 ��

f (n + 1) ≥ f (n) + 1 ≥ n + 1.

$
 � ������ � � 
 ��� 
 ��������������� �
 ���������� 
 �


�
 � 	
 ��n ∈ N 	������f (n) ≥ n�
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f (f (n)) = f (n + 1) − f (n) < f (n + 1)
f (f (n)) < f (n + 1),

� 
 ���� ���
 �� ,������
 � ��
�
 �
 � �� �
 �� 
���� 


�
 ���������

f (n) < n + 1.

! ���
 	����� � 	������f (n) < n + 1 �f (n) ≥ n, � 


� 
�
 ����f (n) = n �
 � 	� n ∈ N�

$��
� �
 �� � �
	�������
��	��
 ����� ���� f (n) = n �


� 	� n ∈ N� . ���	
 � ��
 �
 �
 �� ,������� �� ����

�
 ����� ����
 �
 �� f (f (n)) = f (n) = n� 
 ����

�
 � ��
 �
 f (n + 1) − f (n) = (n + 1) − n = 1�

- ���
 �
� � 	������� 
 � 
 �
 n = 1� 
 �� �
 � 	�

n ∈ N��
 ���������
 � 
�� �� ����� ���� �� �
 �
	
�
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 �� ����
 ����� � 
 � �
�
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 ���������� 
 �


�� � 
� �
����
 ����
 ,������
 �

������� �� $�
�
 *��� �	� ,������� f : Q → R �


�
�� 	������

f (x + y) = f (x) + f (y),

�
 � 	
 ��x, y ∈ Q.

���������� !	��� �
 	
 ���� x = 0�y = 0, �
��	
 � 


f (0 + 0) = f (0) + f (0)
f (0) = 2f (0)
f (0) = 0.

- 
�� �� ��
 � 
 �
�� �� � �
 	��
 � ��������	
 ��
 ,�������

f ��
 ��
 � 
 �
 
�
 � 
� ��� 
 	������
���� R. 2 ��


�� f (1) = c ∈ R.

! �� �� 
 � �
��	
��
 �q ∈ Q �� 
�
 ���� 
 ��������
�

�
 	������f (nq) = nf (q) �
 � 	� n ∈ N�

�� � 
��
��
��$ 0
 n = 1 �	����
 
����
 	�������

����� 
��
��
��$ $���� 
� �
 	�� 
 �
 �
 ����n ∈ N

	������f (nq) = nf (q). 1 
 �


f ((n + 1)q) = f (nq + q)
= f (nq) + f (q) 8�
 �
 �
 ����
 ����
 9

= nf (q) + f (q) 8� ���� 
� �
 	�
 ���������9

= (n + 1)f (q).

1 	����
 �������� 
 � ������ � � 
 ��� 
 ������ ����������

!	�� ��� 
 � �
 �� ,������� �� ����
 ����� x = nq �

y = −nq �
 �
����� 


0 = f (0) = f (nq + (−nq)) = f (nq) + f (−nq).

3� �
�
 
�� 
 � 	���� 
 �
 	������f (−nq) = −f (nq)
= −nf (q) �
 n ∈ N�q ∈ Q� 3� � 	��
 �
 � 
 �


� 
���� 
 �
 ����������
 f (nq) = nf (q) 	�������
 � 	�

n ∈ Z ��
 � 	� q ∈ Q�$
����
�
 �
 
�
 ����� 


q = 1�	���� 
 �
 	������f (n) = nf (1) = cn �


� 	� n ∈ Z�

2 
 �
 �����
 � ����� 
 � �
��	
��
 �q ∈ Q �
 
 q =
n
m

�
 ���� n ∈ Z �m ∈ N� 1 
 �
 �� 
 � 
 mf (q) =
mf

( n
m

)
= f

(
m · n

m

)
= f (n) = cn� ���

��������� 
���� ���
 �
 ����
 �
� ��� m �
��	
 � 


f (q) = c · n
m

= cq� �� �
 � 
�
 	���������
 � 	
 ��

q ∈ Q�

�
 ���� �����
 � 
�� �
 ����� ���
 �
 �
 �� ,������� ��

����
 ����� �� ,������� 
����
 f (q) = cq� ���� ��

c ∈ R� �
�
 ���
�� �
	���
� 	���� 
 �
 �� �
 � 	�

c ∈ R �
��	��
 ,������
 �
 ���
 ����� ����A

f (x + y) = c(x + y) = cx + cy = f (x) + f (y).

��������� 5 ������� �
 ����
 ����
 �� � ��� ���
 >

�
 ��	
 ����	� !��
� �	�������� �������������


�� �
� ��
 ,������� N� Z ���Q, 
��
 �� �����


����� ���� f (x) = cx, �
 ���� �
���
 ��� c.

0
 �
 ����� � 
���
 � � 
�� � 	�� ���
 
���� �
���
 �

�� 
� � ���� � 
��
 �� 
  ��� 
 �� ��
� �
�
 �
 ��� � ������

�����������
��
 �� � 
���� 
 ���
 �
 �
 � � ��,
�� ����
 �����

� ������ �
 �
 ��
 � ��� 
��
 ������ �
 ����
��
 	���� ���

	� � 	�*��
 ��
 �� �
�������� ����� 
 	
 ����

������� "� + ������� �	� ,������� f : Q → R �
��

�
 �
	
��
 	
 ��

f (x + y) = f (x) + f (y) + xy,

�
 � 	� x, y ∈ Q.

�.�



� �
 ���
 �
 ����� 
 ��� 
 ���

 ��

���������� !	���� 
 ��� � �������� g(x) = f (x)− x2

2
�

!	��� �
 	
 ���� f (x) = g(x)+
x2

2
�
 � 	� x ∈ R � �
 �

�
 �� ����
 ����� �
����� 
 g(x+y)− 1
2
(x+y)2 =

g(x) − 1
2

x2 + g(y) − 1
2

y2 + xy�
�
 ��� �������

g(x + y) = g(x) + g(y).

+ 	
 � ��� 
��
 ��� 
 �
 
 7 
 ���J��	� ,������� �� ����

�
 ����� ����
 � � �����
 ����� ���
 ,������� g(x) = cx
�
 c ∈ R��
 ����� 
�� �
 ����� ���
 �
 ,������� f � �

f (x) = cx+
x2

2
, �
 ���� �
���
 ��� c ∈ R�2 
 ��
 �

�� �
 �
 ��� � 
 � �
	����������� ������	�� ��� 
 �
��	���

,������� � � 
������ ����
 �����

f (x + y) = c(x + y) +
(x + y)2

2

= cx + cy +
x2 + 2xy + y2

2

f (x) + f (y) + xy = cx +
x2

2
+ cy +

y2

2
+ xy,

�� ����
 	���� 
 �
 �� �
���


f (x + y) = f (x) + f (y) + xy.

�
 �
 �
�	
 ����	��

�� 2 ��
 �� f : R → R ,������
 �
 �	
 �
 ��

f
(2t + 3

2

)
=

e3

e−2t
, �
 � 	
 ��t ∈ R�

+ ������� f (x)�
�� + ������� �	� ,������� f : R \ {0} → R �
��

�
 �
	
��
 	
 ��

2f (x) + f
(1

x

)
= x,

�
 � 	� x ∈ R \ {0}.
�� + ������� �	� ,������� f : [0, 1] → [0, 1] �
 �	�

�
 	������f (0) = 0 �

|f (x) − f (y)| ≥ |x − y| ,
�
 � 	� x, y �� � 
������
 ����������

�� + ������� �	� ,������� f : Q → Q �
 �	� �
 ��

f (1) = 2 �

f (xy) = f (x)f (y) − f (x + y) + 1,

�
 � 	� x, y ∈ Q.

�,!�&

�� !	����� ��� � ���������

�� !	�� ����
1
x

�� ��� �
 x.

�� !	�� ���� y = 0 �� y = 1.

�� �
�
 ����� f (x + n) = f (x) + n �
 � 	
 ��n ∈ Z.

0�&%-&���

�� !	
��� 
 ��� � �������� x =
2t + 3

2
. 1 
 �
 ��

t =
2x − 3

2
�

�
 ����

f (x) =
e3

e−2( 2x−3
2 )

=
e3

e−2x+3
= e2x.

1 �
 ����
 �� ,������
 f (x) = e2x.

�� !	�� ��� 
 ��� �
 �� ����
 �����
1
x

�� ��� �
 x��
�

����� 


2f
(1

x

)
+ f (x) =

1
x
.

+ 	�� � � � 
 �
��������
 	 ����
 ������ �	��� 


��� 
��
 ���
 � 
 A f
(1

x

)
�f (x).

2f (x) + f
(1

x

)
= x

f (x) + 2f
(1

x

)
=

1
x
.

3� � �	� ����
 �
� ����

f
(1

x

)
= x − 2f (x).

%
 �
 
	
 �	��� �
 	
 � 
 � ����� ����
 ����� ��


���*���� 
 f (x)�

f (x) + 2(x − 2f (x)) =
1
x

−3f (x) + 2x =
1
x

f (x) =
2
3

x − 1
3x

.
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$�
	����� 
 ����� ����A

f
(1

x

)
=

2
3
· 1

x
− 1

3 1
x

=
2
3x

− 1
3

x

2f (x) + f
(1

x

)
= 2

(2
3

x − 1
3x

)
+

( 2
3x

− 1
3

x
)

= x.

�� !	�� ��� 
 ��y = 0, �
��	
 � 


|f (x)| ≥ |x|,
�� ����
 �
��	
 � 
 f (x) ≥ x. 3� 
	
�
 �� 
 � 
 �


�� f (1) ≥ 1, �
 �
 �
 �� �
�
� ��
 
	� ,�������

�����	
 �[0, 1] , 	������
�� ,������� �� � 
��� ����

	� �
 
� 1�� 
 �� f (1) = 1.
!	�� ��� 
 ��y = 1, �
��	
 � 


|f (x) − 1| ≥ |x − 1|,
�� ����
 �������1 − f (x) ≥ 1 − x 
��
��


f (x) ≤ x.
� 
 �
 � � 
 �
�����
 �
 � 	� x ∈ R 	������

f (x) ≥ x �f (x) ≤ x, �����
 � 
�� �� ����� ���� ��

,������
 f (x) = x.
$�
	���
 ����� ���
 A

|f (x) − f (y)| = |x − y| ≥ |x − y| .
�� !	��� �
 	
 ���� y = 1 �
��	
 � 


f (x) = f (x)f (1) − f (x + 1) + 1

�� ��
� f (1) = 2 �������

f (x) + f (x + 1) = 2f (x) + 1

f (x + 1) = f (x) + 1 �
 � 	� x ∈ Q�

#
 ��� 
 �����
� ��������
� �
 �
 �� � 
�
 �
 ���


�
 � 	
 ���
 ��
�
 �
 ���
�x ��
 � 	
 ��� ���
�����
�

n 	������

f (x + n) = f (x) + n. (2)

!	�� ��� 
 ��� ����
 �
� �8&9 x − n �� ��� �
 n��
�

��	
 � 


f (x) = f (x − n) + n,


��
��


f (x − n) = f (x) − n.

+ 	
 ��
 ����
 ����
 �
� �8&9 	�������
 � 	� n ∈ Z�

$
����
� �
 a ∈ Z� �	��� �
 	
 ���� x = 1 �

n = a − 1 � 8&9 �
��	
 � 


f (1+(a−1)) = f (1)+(a−1) = 2+a−1 = a+1.

�
 ����

f (a) = a + 1 �
 � 	� a ∈ Z. (3)

��
 � 
 �
 �	�� ��� 
 � ����
 ����� x =
p
q

�y = q,

���� �� p ∈ Z�q ∈ N��
��	
 � 


f
(p

q
· q

)
= f

(p
q

)
· f (q) − f

(p
q

+ q
)

+ 1

� ��� ������ 
 8&9A

f (p) = f
(p

q

)
f (q) −

(
f
(p

q

)
+q

)
+1

� ��� ������ 
 8=9A

p + 1 = f
(p

q

)
· (q+1) − f

(p
q

)
− q+1

p = f
(p

q

)
· q − q

f
(p

q

)
=

p + q
q

=
p
q

+ 1,

�� �
 �
 � �
	
���
 �
 �������
 �
 �� f (x) = x+1,
�
 � 	� �
 ��
�
 ��� x.
$�
	���
 ����� ���
 A

f (x)f (y) − f (x + y) + 1 =
= (x + 1)(y + 1) − (x + y + 1) + 1

= xy + x + y + 1 − x − y − 1 + 1

= xy + 1

= f (xy).
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