Funkcijske jednadzbe
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Uvod

Jednadzbe su osnovni alat matematicara za rje$a-
vanje raznovrsnih zadataka te za modeliranje situ-
acija iz svakodnevice. Naravno, postoji viSe vrsta
jednadZzbi te je svaka od njih na svoj nacin zanim-
ljiva. Jos u osnovnoj skoli upoznali smo se s linear-
nim jednadZbama s jednom ili dviema varijablama
koje imaju Siroku primjenu u svakodnevnom Zivotu.
Ovaj ¢lanak temeljit ¢e se na posve drukéijem ti-
pu jednadzbi — funkcijskim jednadzbama. To su
jednadzbe u kojima ulogu nepoznanice, koju je do
sada poprimao broj, poprima funkcija ¢ije nas dje-
lovanje sada zanima. Funkcijske jednadzbe na ma-
tematiCkim se natjecanjima javljaju tek na drzavnoj
razini u 4. razredu srednje Skole, no jednostavni-
je funkcijske jednadzbe ucenici mogu rjeSavati ¢im
dobro razumiju pojam funkcije, a posebno nakon
susreta s kvadratnom ili eksponencijalnom funkci-
jom.

Zadatci s funkcijskim jednadzbama nisu Sablonski i
potrebno je prouciti mnogo primjera i razli¢itih me-
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toda rjeSavanja kako bismo ih dobro razumieli te
znali i primijeniti u zadatcima. U ovom ¢lanku iz-
nijet ¢e se neki primjeri i zadatci koji ¢e Citatelju
pokusati pribliziti ¢ar i bit funkcijskih jednadzbi.

Primijeri

Ponekad djelovanje funkcije koju trazimo nije za-
dano za Klasi¢ni argument x, nego za neki zbroj,
umnozak ili sliéno. U takvim situacijama, ako je
moguce, korisno je zapisati pravilo pridruzivanja
kao jasnu i preglednu ovisnost o argumentu.

Primjer 1. Neka je f : R — R funkcija takva da je
f(=3t+2)=9%—15t+7, zasvakit€R.

Odredite f (x).

Rjesenje. Primijetimo da za svaki x € R postoji
jedinstven broj t € R takav da je —37r + 2 = x.
Zaista, jednadzbu —3t + 2 = x mozemo “rijesiti
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pot”:
—3r+2=x
—3t=x-2
_2—x
=5

X
Uvrstavanjem umjesto ¢ u pocetnu jed-

nadzbu dobijemo

2 —x\2 2—x
:9-( ) —15. 7
f @) : —+
=x> +x+1.
Dakle, za svaki x € R treba vrijediti
fx)=x>+x+1

Provjerimo dobiveno rjeSenje uvrstavanjem

x = —3t + 2 u dobivenu formulu za f (x):
F(=3t+2) = (=3t+2)2 + (-3t +2)+ 1
=97 —15t+7.m

Pri rieSavanju funkcijskih jednadzbi korisno je uvr-
stiti konkretne vrijednosti u jednadzbu. Dobro
je uvrstiti u jednadzbu 0,1 ili —1 jer je 0 neut-
ralni element za zbrajanje, 1 neutralni element za
mnoZzenje, a — 1 nam moze pomodi pri kracenju ne-
kih izraza i pojednostavljivanju problema. Naravno,
uvrstiti mozemo i neki drugi broj koji se ¢ini priklad-
nim. Primjenu ilustriramo sljiede¢im primjerom.

Primjer 2. Pronadite sve funkcije f : R — R takve
da vrijedi

f(yz) = xf (x) +3f (v) + 7 (2),
zasvex,y,z € R.

Rjesenje. UvrStavanjemy = 0, z = O u jednadzbu
dobivamo

f(x-0-0)=x-f(x)+0-£(0)+0-f(0)
f(0) = xf (x)

za sve x € R. Posebno, dobiveni izraz vrijedi i za
x = 0 pa uvrstavanjem dobivamo

f(0)=0-£(0)=0.

Stoga je xf (x) = 0 za sve x € R. Sada mozemo
iskoristiti taj izraz triput da dobijemo

Flyz) =xf (x)+yf () +7f(z) =0+0+0 = 0.

Dakle, f (xyz) = 0 za sve x,y,z € R. Uvrstimo li
utujednakosty = 1,z = 1, imamo f (x) = 0, $to
vrijedi za svaki x € R.

Preostaje provjeriti da je funkcija f (x) = OrjeSenje.
Vrijedi

f(xyz) = xf (x) + 3 (v) + 7 (2)
=x-0+y-0+z-0=0,

pa je dobiveno riesenje, funkcija f (x) = 0 za sve
x € R, uistinu rieSenje jednadzbe. &

Skrenimo pozornost na naizgled nevaznu sitnicu.
Tijekom rjeSavanja funkcijske jednadZbe vise se
puta uvrStavaju razli¢ite vrijednosti u danu ili ne-
ku usput dobivenu funkcijsku jednadzbu. Pritom je
potrebno jasno napisati $to se gdje uvrstava kako
bi rieSenje bilo jasno i Citko.

Jo$ jedan koristan koncept pri rieSavanju funkci-
jskih jednadzbi jest parnost/neparnost funkcije.
Funkcija f je parna ako za svaki x € R zadovo-
llava f (—x) = f(x), a neparna ako zadovoljava
f(=x) = —f(x). Uvrstavanjem suprotnog broja
(—x umjesto x) u funkcijsku jednadzbu Cesto ¢emo
dobiti izraz koji nam pomaze da dobijemo bitno
jednostavniji uvjet. Ako primijetimo da je trazena
funkcija parna (ili neparna), rieSavanje ¢e biti lakse.

Primjer 3. Pronadite sve funkcije f : R — R takve
daje

FOF ) =fx-y),
zasvex,y € R.

Rjesenje. Zamijenimo liu danoj jednadzbi (x, y) —
(x,0), dobivamo

FOfF(0) =f(x=0) =f (),

a zamjenom (x,y) — (0, x)

O (x) =f(0—x) =f(—x).
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Stoga je f(x) = f(—x), odnosno funkcija f je
parna.

Sada uvrstimo (x,y) — (x, —):

FOf (=) =fx = (=) =f(x+y),

pa zbog prethodnog zaklju¢ka o parnosti funkcije
f imamo da je

fx=y)=f)f ) =f@f (=y) =f(x+y).
Da bi vrijedilo
fx—=y)=fx+y), (1)

J mora biti konstantna funkcija f (x) = ¢ za neki
¢ € R. Kako to znamo?

Neka su a, b € R. Dokazat ¢emo da iz (1) slijedi

dajef(a) =f(b).

Uocimo da postoje x, y € R takvi da vrijedi

{x+y:a
x—y=b.
a+b

To su a—b Vrijedi
X = Ly = — :
> YT

fla)=fx+y)=fx—y)=f(b)

Time smo dokazali da je funkcija f konstantna.

Pitanje je: moze li svaka konstantna funkcija biti
riesenje? Nekajec € Rif(x) = czasvex € R.
Tada je:

coe=ff() =flx—y)=c

Zaklju¢ujemo da je ¢ = ¢?, odnosno ¢(1 —c) = 0,
iz Cega slijedi ¢ = 0ili ¢ = 1. Dakle, moguca
rieSenja su funkcile f(x) = 0 za svakix € R i
f(x) =1zasvakix € R,

Provjerimo dobivene mogucnosti. UvrStavanjem
f(x) = 0 u danu funkcijsku jednadzbu dobiva-
mo 0-0 = 0, a uvr§tavanjem f (x) = 1 imamo
1-1 = 1. Time smo se uvjerili da su dobivene funk-
cije doista riesSenja zadane funkcijske jednadzbe. B

Funkcija koju dobijemo bilo kojom metodom nije
uvijek i rieSenje zadane funkcijske jednadzbe. Za-
to svako dobiveno riesenje treba provijeriti — utvrditi
zadovoljava li polaznu funkcijsku jednadzbu.

Princip matematicke indukcije takoder je koristan
alat za rjeSavanje funkcijskih jednadzbi. Naime,
matematicka indukcija nam sluzi za dokazivanje
raznih tvrdnji, pa ¢ak i onih koje se Cine toliko jed-
nostavnima da ih i ne treba dokazivati. No, uvijek
tezimo rigoroznosti i potpunosti nasih riesenjai do-
kaza. Kada se u zadatku trazi da dokazemo neku
tvrdnju za svaki ili barem vecinu prirodnih brojeva,
valja naslutiti da bi klju¢ riesenja mogao biti u ma-
tematickoj indukciji. Ovo, dakako, vrijedi opéenito,
ali sada ¢emo vidjeti primjenu na funkcijskim jed-
nadzbama.

Primjer 4. Postoji li funkcija f : N — N takva da
vrijedi

fn+ 1) =f(n) =f(f(n),

za svakin € N?

Rjesenje. Pretpostavimo, za pocetak, da takva
funkcija postoji. Kada bi postojala, bilo bi ham
korisno pronaci neka njezina svojstva kako bismo
otkrili o kojoj se funkciji radi. Kako su domena i
kodomena skup prirodnih brojeva, znamo da mora
vrijeditin > 1 te

flnt1)=f(n)=f(F(n) =1
fn+1) = 1+f(n) >f(n).

ZakljuCujemo da je funkcija strogo rastu¢a. Do-
kazimo sada matematickom indukcijom da je
f(n) > n,zasvakin € N.

Baza indukcije. O¢itoje f (1) > 1jerjef (1) € N.

Korak indukcije. Pretpostavimo da za nekin € N
vrijedi f (n) > n. Tada je

fan+1)>fm)+1>n+1.

Po principu matematicke indukcije zakljuGujemo da
za svakin € Nvrijedif (n) > n.
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Medutim, vrijedii

f(f(n) =f(n+1)
f(F(n) <fln+1),

pa bududi da je funkcija strogo rastu¢a, mozemo
zakljuciti

—f(n) <fn+1)

f(n) <n+1.

U isto vrijeme vrijedi f (n) < n+ Lif(n) > n, pa
mora biti f (n) = nzasven € N,

Preostaje provjeriti dobiveno riesenje f (n) = n za
sve n € N. Lijeva strana dane funkcijske jed-
nadzbe jednaka je f (f (n)) = f(n) = n, a des-
nastranaf(n+1)—f(n) =nm+1)—n=1
Jednakost vrijedi samo za n = 1, a ne za sve
n € N. Dakle, jedino moguce rjeSenje ne zadovo-
ljava zadanu jednadZbu pa stoga zaklju¢ujemo da
ne postoji trazena funkcija. @

Primjer 5. Pronadite sve funkcie f : Q — R za
koje vrijedi

fx+y)
zasvakix,y € Q.

=f(x)+10),

Rjesenje. UvrStavanjem x = 0, y = 0, dobivamo

F(0+0) = (0) +£(0)
£(0)=2/(0)
£(0)=o.

Jo$ ne znamo koje je pravilo pridruzivanja funkcije
f, no znamo da ona poprima vrijednosti u R. Neka
jef(1)=ceR.

Uzmimo proizvoljan ¢ € Q i pokazimo indukcijom
da vrijedi f (nq) = nf (q) zasve n € N.

Baza indukcije. Za n = 1 tvrdnja ocito vrijedi.

Korak indukcije. Pretpostavimo da za nekin € N
vrijedi f (nq) = nf (g). Tada

(( l)g) =f(nq +q)
( q) + f (q) (zadana jednadzba)
nf (q) +f(q)

=W+Uﬂ@

(pretpostavka indukcije)

Tvrdnja slijedi po principu matematicke indukcije.

Uvrstimo u danu funkcijsku jednadzbu x = nq i
y = —ng da dobijemo
0=£(0)

= f(nq + (—nq)) = f (nq) +f (—nq).

Iztoga odmah vidimo davrijedi f (—nq) = —f (nq)
= —nf(q)zan € N, g € Q. Iz svega do sada
mozemo zakljucitida f (ng) = nf (q) vrijedi za sve
n € Zizasve q € Q. Posebno, ako odaberemo
q = 1, vidimo da vrijedi f (n) = nf (1) = cn za
sven € Z.

Nadalje, zapis§imo proizvoljan g € Q kao g =

N131=

zaneken € Zim € N. Tada imamo mf (g)
n

mf<£) _ f(m. _) = f(n) = cn. Di-

m m

jelienjem obiju strana jednakosti s m dobivamo

flg) = c- o cq, $to mora vrijediti za svaki
m

q € Q.

Dakle, jedina moguca rjeSenja zadane funkcijske
jednadzbe su funkcije oblika f (¢) = cq, gdje je
¢ € R. Konacno, provierom vidimo da je za sve
¢ € R dobivena funkcija zaista rieSenje:

fx+y)=clx+y)=cx+ey=f(x)+f(y). 0

Napomena. Funkcijska jednadzba iz primjera 5
naziva se Cauchyjeva funkcijska jednadzba. Ako
je domena funkcie N, Z ili Q, onda je jedino
rieSenje f (x) = cx, za neku konstantu c.

Zadatci se ponekad mogu svesti na oblik koji nam
je od prije poznat pa ¢emo ih zbog toga lak3e i brze
rijeSiti. Dobro je pokusati zadatak preformulirati ili
u dijelu zadatka prepoznati nesto jednostavnije ili
vec videno i to iskoristiti u riesavanju.

Primjer 6. Odredite sve funkcije f : Q — R koje
zadovoljavaju

fx+y)

zasvex,y € Q.

=f )+ () +xy
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Rjesenje. Uvedimo supstituciju g(x) = f (x) — >
2

Uvrstavanjem f (x) = g(x)+% zasvex € Ruza-

1
danu jednadzbu dobijemo g(x+y) — 3 (x+y)? =
1

1
gx) — Exz +g(y) — Eyz + xy, odakle slijedi

gx+y) = g(x) +g)

Ovo prepoznajemo kao Cauchyjevu funkcijsku jed-

nadzbu Gija su jedina rieSenja funkcije g(x) = cx

zac € R. Dakle, moguca rieSenja za funkciju f su
2

f(x)=cx+ %, za neku konstantu ¢ € R. Na kra-

ju kako bismo provjerili rjieSenje, uvrstimo dobivenu
funkciju u pocetnu jednadzbu

xX+y 2
Flrty) = clety) + E20

X’ +2 ?

:cx+cy+#
2 v

fx) +f(y)+xy:cx+3+cy+5+xy,

iz Cega vidimo da je doista

fx+y)=fx) +f() +xy.m

Zadatci za vjezbu

1. Nekaje f : R — R funkcija takva da je

3

2t+3
f( ;):%, zasvakit € R.

Odredite f (x).

2. Odredite sve funkcije f : R\ {0} — R koje
zadovoljavaju

oA @ +f (<) =x,

1
x
zasvex € R\ {0}.

3. Odredite sve funkcije f : [0,1] — [0, 1] takve
da vrijedif(0) =0

If (x) =f )] = |x—yl,

za sve x,y iz podrucija definicije.

4. Odredite sve funkcije f : Q — Q takve da je
F(1) =2i
FOy)=f@f () —fx+y) +1,

zasvex,y € Q.
Upute
1. Uvedite supstituciju.

1
. Uvrstite — umjesto x.
X

2
3. Uurstitey =0tey = 1.
4. Dokazite f (x +n) = f (x) + nzasvakin € Z.

RjeSenja
. L 2t+3 ,
1. Uvodimo supstituciju x = — Tada je
2x—3
t= .
Dakle,
3 3

e e,
fx)= 2(32) e n =¢

Trazena je funkcija f (x) = e*'.

1
2. Uvrstimo li u danu jednadzbu — umijesto x, do-

X

bijemo
1 1
o () +rw =
X X

Ovime smo dobili sustav jednadzbi s dvjema

nepoznanicama:f(%) i f(x).
1
x

2o ) +1(5) =

Iz prve jednakosti je

F(3)=x-2w.

Sada ovo uvrStavamo u drugu jednadzbu te
odredujemo f (x).

FO) + 2002 () = |
=3f(x) +2x = )l—c
fx) = %xf %
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Provjerimo riesenje:

O A

X 3 x 3 3x 3
2w+ (5) =25 5) + (539
= X.

. Uvrstimo li y = 0, dobivamo

If () = |,

iz ¢ega dobivamo f (x) > x. Iz ovogaimamo da
jef (1) > 1, no kako je kodomena ove funkcije
interval [0, 1], vrijednost funkcije ne moZze biti
vetaod 1,pajef (1) = 1.

Uvrstimo liy = 1, dobivamo

If () =1 = [x—1],

iz ¢ega slijedi 1 — f(x) > 1 — x odnosno
fx) <x
Kako smo dobili da za sve x € R vrijedi
f(x) >xif(x) <ux,jedino moguce riesenje je
funkcija f (x) = x.
Provjera riesenja:
f () =f W)l ==yl = x =yl
. Uvrstavanjem y = 1 dobivamo
FO)=f@f (1) =flx+1)+1
te zbog f (1) = 2 slijedi

f)+fx+1)=2f(x)+1
fx+1)=f(x)+1zasvex e Q.

Matemati¢kom indukcijom lako je pokazati da
za svaki racionalan broj x i za svaki prirodni broj
n vrijedi

fx+n) =fx)+n 2
Uvrstimo li u jednakost (2) x — n umjesto n, do-
bivamo

f) =f(x=n)+n,

odnosno

flx=n)=f(x)—n.

Ovo znaci da jednakost (2) vrijediza sve n € Z.
Posebno, za a € 7Z, uvrStavanjem x = 1 i
n=a — 1 u (2) dobivamo

f(I+(a—1)) =f(1)+(a—1) = 24+a—1 = a+1.

Dakle,
fla)=a+1zasvea € Z. (3)

Ako sada uvrstimo u jednadzbu x = p iy=gq,
q

gdiejep € Z, g € N, dobivamo
F(Cea)=r(0) r@-s(5+a)r

primijenimo (2):

Fo =r(E)r@ = (r(2)+a)+1

primijenimo (3): ! !
pr1=r(0) a0 -r(0) —q+
p=rf (S) q4—q
q

$to nas dovodi do zakljutka daje f (x) = x+ 1,
za sve racionalne x.
Provjera rjesenja:

@) —flx+y)+1=
=+ D)+ —(x+y+1)+1
=xy+x+y+l—-x—y—-1+1
=xy+1
=f(xy).
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