Sustavi
simetricnih jednadzbi
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Na redovnoj nastavi najées¢e se metodom sup-
stitucije rjeSavaju jednostavniji simetric¢ni sustavi.
Znaci, jednu nepoznanicu izrazimo iz linearne jed-
nadzbe i uvrstimo u kvadratnu. Sustavi dviju kvad-
ratnih jednadzbi ili sustavi u kojima je barem jedna
jednadzba veceg stupnja rieSavaju se na dodat-
noj nastavi s darovitim u€enicima kojima mozemo
pokazati i neke druge metode. Metoda kada trans-
formiramo sustav kako bi se u njemu pojavili izrazi
x+yixyilipak /x4 /y /Xy (primjer 3) te se on-
da primijeni supstitucija bit ¢e pokazana u ovome
Clanku.

Primjer 1.

Rijesite sustav

1+1_1
4

Xy
x? +y? = 180.

Aleksandra Floreani, Osijek

Sustav jednadzbi je simetrican
ako zamjenom oznaka bilo kojih
dviju varijabli dobijemo identi¢an
sustav. U srednjoskolskom
obrazovanju simetri¢ni sustavi
se prvi puta pojavijuju prilikom
rieSavanja sustava linearne i
kvadratne jednadzbe.

Rjesenje. Jednadzbe napiS§emo u nesto drukcijem
obliku i uvedimo supstituciju u = x 4+ yiv = xy.

1 1 1
Xy 4
x+y 1
Xy 4
v =4u

¥ +y* =180
u? —2v = 180.

Polazni sustav sveli smo na sustav

v=4u

u? —2v = 180.
Iz toga proizlazi u> — 8u — 180 = 0 odakle je
uy = 18, V) = 72 Uy = —10, Vo) = —40.

Sad dobivamo dva nova sustava

x+y=18 i x+y=-10
xy =72 xy = —40

Aleksandra Floreani, prof. savjetnik, Ill. gimnazija Osijek, Osijek, aleksandra.floreani@gmail.com
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Cija su rjesenja ujedno i rieSenja zadanog sus-
tava jednadzbi: (6,12), (12,6) i (=5 + /65,
—5 —/65), (=5 — V65,5 +/65)

Primjer 2.

Rijesite sustav

¥ +y =31
x+y=1.

Rjesenje. Prvujednadzbu zapiSsemo nesto drukdije
¥ +y =31
x4 5xty 4+ 10x°y? 4 1062y + Sxy* +y°
— 5x4y — 10x3y2 — 10)c2y3 — 5xy4 =31
(x+y)° = 5xy(x® + ) — 104%y* (x + y) = 31
(x+¥)° = Sxy(x +3x7y+3x* +y° —3x%y—3x)%)
— 10x%y*(x +y) = 31
(x9)° = 5xy ((r+3)° = 3av(x +3)
— 10x%y* (x +y) = 31.

Radi jednostavnijeg zapisa uvedemo supstituciju

u=x+y i v=xy.

Tad dobivamo
w —5v(u® — 3uv) — 10v?u = 31.

Iz druge jednadzbe x +y = 1 = u uvrStavanjem u
dobiveno slijedi

1 —5v(1—3v) — 10v* = 31
V—v—6=0

V) = *2, Vo = 3.

Dobili smo dva sustava

u=x+y=1 i u=x+y=1
V:xy:—z =

koja mozemo rijesiti s pomoc¢u Vieteovih formu-
la. Naime x i y su rjeSenja kvadratnih jednadzbi
?—t—-2=0ir*—t+3=0.

[y

Konacéno, riesenja su (—1,2), (2,—1),

1+V11i 1—+/11i |
2 ’ 2
1—V11i 14+/11i
2 ’ 2 '
Primjer 3.

Rijesite sustav

{ x/y +yv/x =30
x/x+y,/y =35.

Rjesenje. Uvedimo supstituciju u = /X + /y |
v = ,/xy. Slijedi

Xy +yv/x =30
V(x4 /5) =30
uv = 30

x4 y/y =35

(VA + (V3) =35
(VE+ VB) = 3yA(Va+ F) = 35

W —3uv =35
W —90 =35
u=>5iv==0.
|z sustava
Vi+F=S5
VXy =16

dobivamo riegenja (4,9) i (9,4).
Primjer 4.

Rijesite sustav

647 4+ 64% = 12
64" = 44/2.

Rjesenje. Uvedimo supstituciju u = 64% iy =
64% . Prva jednadzba sada je oblika u + v = 12.

Kvadriranjem druge jednad#be dobivamo 64%* -
64% = 32, odnosno nakon supstitucije uv = 32.

Sada su uivrjedenja jednadzbe > — 12+ 32 = 0.
Odnosnou =4iv=_8iiu=8iv=4

IlilS)
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Dobivamo dva sustava

64 =4 [ 64> =8
64 =8 64% = 4.

Dovoljno je rijesiti samo jedan od njih (zbog si-
metri¢nosti umjesto rjeSavanja drugog sustava
mozemo samo zamijeniti x i y):

647 = 4 64% =8
46x _ 41 212y _ 23
1 1

1
Drugo rieSenjejex = —, y = c

N

Primjer 5.

Rijesite sustav

Deosx Zﬁ =5
2055 . Dy = 4,

Rjesenje. Uvedimo supstituciju u = 2% |
1
v = 2% Zadani sustav je sada oblika
u+v=>5
uy =4

te su u i v rieSenja jednadzbe 1> — 5t + 4 = 0.
Dakle,u =4iv=1iiu=1iv=4.

No, slu¢aj u = 4 i v = 1 nije rieSenje zbog
200%% =4 — cosx = 2 Sto nije moguce.

Stoga rieSenja dobivamozau = 1iv = 4:

Qcosx _ | 2$ —4
1
cosx =0 =2
cosy

1
ng—l-kn,keZ cosy:E

y:ig+2kn, kel

Osim sustava simetricnih jednadzbi ovom meto-
dom mogu se rijesiti i neke slozenije jednadzbe.
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Primjer 6.

Rijesite jednadzbu x* + (1 — x)* = 1.

Rjesenje. Uvedemo supstitucijuu = xiv=1—x.
Vidimo da vrijedi

u+v=x+1—-x=1.

Polazna jednadzba je

ut +04 =1

ut 4+ 4’y + 6PV + 4w +0*

— 4Py — 6PV — 4w =1

(u+v)* —duwv(W® +v*) — 6(uv)* =1
(u+v)* — 4wy ((u+v)> = 2uv) — 6(uv)* =1

1 —4uv(1 — 2uv) — 6(uv)? = 1
(uv)* = 2uv = 0.

Iz ovoga slijedi uv = 2 iliuy = 0.
Iz toga dobivamo dva nova sustava jednadzbi
u+v=1 i u+v=1
uy =2 uv = 0.
1+ivV7
2

gog uz = 1iuy = 0. Budu¢i da je x = u ovo su
ujedno i rieSenja zadane jednadzbe.

Iz prvog sustava slijedi u;, = , a iz dru-

Primjer 7.

Rijesite jednadzbu v/x + 7 + /28 — x = 5.

Rjesenje. Uvedimo supstituciju u = /x+7 i
v = v/28 — x. Uvrétavanjem u polaznu jednadzbu
imamo

u+v=>=,.

Nadalje, vrijedi
w v = (x+7)+ (28 —x) =35
1w+ 31y 4 3uv? + v — 3Py — 3w? =35
(u—+v)* = 3uv(u+v) =35
125 — 15uv =35

uy = 6.

broj 119/ godina 24. / travanj 2023.



Sad dobivamo sustav

u+v=>,

uy = 6.
Rjesenjatog sustavasuu; =2iv; =3teuy; =3
i Vo) = 2.

U prvom slucaju iz u; = 2 dobivamo Vx+17=2,
odnosnox +7 =8 pajex; = 1.

U drugom sluéaju iz up = 3 dobivamo v/x + 7 =
3, odnosno x + 7 = 28 pa je x, = 20.

Primjer 8.

Rijesite jednadzbu /(2 — x)2— /(2 — x) (7 + x)+
YT +x2=3
Rjesenje. Uvedimo supstituciju u = V2 =X i
3 . v .
v = /7 + x. Polazna jednadzba tad glasi
W —uv 412 =3.

Takoder je

W+ =9

(u+v) (W —uv++v*) =9

u+v=3

W+ 2uv +v* =09.
Oduzmemo li od ovako dobivene jednadzbe u? +

2uv +v* = 9 polaznu u? — uv +v? = 3, slijedi
3uy = 6, odnosno uv = 2.

Mozemo napisati sustav jednadzbi
u+v=3
uy = 2.

Taj sustav ima dva rieSenja: u; = 2ivy = 1 te
Uy = 1 iV2 =2.

U prvom sluc¢aju iz u; = 2 dobivamo \3/2 —x=2
odnosno 2 — x = 8 pajex; = —6.

U drugom sluc¢aju iz u; = 1 dobivamo 2 ="x=
1,0dnosno2 —x =1pajex; = 1.
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ne ucis = padnes ispit
uci$ = ne padnes ispit

ne ucis + ucis = padnes ispit + ne padnes ispit
(ne + 1) u€ié = (1 + ne) padnes ispit /: (ne + 1)

ucis = padnes ispit

matematika je uvijek u pravu :-)
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