Vizualizacija
matematicke indukcije
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Matematicka indukcija je svojstvo skupa
prirodnih brojeva. Utemeljena je na
nacelu da podskup skupa prirodnih

brojeva koji sadrzi broj 1 i ima svojstvo da ako sadrzi prirodni broj n, sadrZi i njegov neposred-
ni sliedbenik n + 1, onda je taj podskup jednak skupu prirodnih brojeva. Jedan od nacina na
koji se matematictka indukcija moze pribliziti uCenicima jest vizualizacija. Metoda matematicke

indukcije prikazat ¢e se vizualnim primjerima.

Uvod

Matematicka indukcija omoguc¢ava dokaze odre-
denih pravila, formula ili tvrdnji koje se smatraju
istinitim za sve prirodne brojeve. Ta se metoda te-
melji se na Peanovu aksiomu Kkoji glasi:

Ako je M podskup od N i ako vrijedi:

(i) 1eM,
(i) VneN)(neM=n+1eM),

ondaje M =N,

Posljedica Peanova aksioma je metoda matema-
tiCke indukcije koja se izvodi u dva koraka. Prvi
korak je osnovni korak ili baza u kojem se pokazuje

valjanost tvrdnje za odredenu pocetnu vrijednost.
Potom slijedi drugi korak, “korak indukcije”, u ko-
jem se na temelju pretpostavke da tvrdnja vrijedi za
proizvoljni prirodni broj pokazuje kako ona vrijedi i
za njegov neposredni sliedbenik.

Pretpostavimo da za tvrdnju 7'(n) (koja ovisi

0 prirodnom broju n) vrijedi:

(i) tvrdnja T(1) je istinita

(i) iz istinitosti tvrdnje T (n) proizlazi istinitost
tvrdnje T(n+ 1) zan € N,

Tada je tvrdnja T'(n) istinita za svaki prirodni
broj n.
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Vizualizacija matematicke
indukcije

Kako bismo §to bolje shvatili metodu matematicke
indukcije, posluzit ¢emo se vizualnim primjerima.

Primjer 1. Pretpostavimo da imamo kvadrate du-
ljine stranica a = 2" (slika 1).

2n

2}1
Slika 1. Kvadrat duljine stranice 2"
To su kvadrati kojima je duljina stranice 2, 4, 8, 16...

U svaki od kvadrata ucrtamo jedini¢nu kvadratnu
mrezu (slika 2).

2 4

Slika 2. Kvadratna mreza

Moze li se svaki kvadrat duljine stranice 2" prekriti
plocicama u obliku slova L (slika 3) tako da nepre-
kriveno ostane to¢no jedno, proizvoljno odabrano
polje [3]?

Slika 3. L-oblik
Rjesenje.

Opisano poploc¢avanje postoji za svaki prirodan
broj n, odnosno, za bilo koje odabrano polje mreze
dimenzije 2" x 2" sva ostala polja mogu se prekriti
L-oblicima. Dokazimo to.

Baza. Zan = 1 treba pokazati da postoji pop-
lo¢avanje kvadrata duljine stranice a = 2! = 2.

Poplo¢avanjem L-oblicima dobit ¢emo jedan od
ova Cetiri sluCaja:

Slika 4. Poplo¢avanje kvadrata dulji-
ne stranice 2" L-oblicimazan = 1

Prema slici 4 vidljivo je da u kvadratu duljine stra-
nice 2 mozemo odabrati bilo koji kvadrat duljine
stranica 1 unutar njega i ostaviti ga nepokrivenim
(slika 4).

Pretpostavka indukcije. Pretpostavimo da tvrd-
nja vrijedi za proizvoljan prirodni broj n, tj. kvadrat
duljine stranice 2" moze se poploditi L-oblicima na
nacin da jedan, bilo koji kvadrat ostane prazan.

Korak indukcije. S pomoc¢u navedene pretpostav-
ke treba pokazati da tvrdnja vrijedi i za kvadrate
duljine stranice 2"+,

Vizualizirajmo kako bi taj korak izgledao pri prela-
skusn = 2nan = 3. Dakle, pretpostavimo
da se kvadrat duljine stranice 2> moze poploditi
L-oblicima tako da ostane prazan, tj. nepoplocen
jedan kvadrati¢ dimenzije 1 x 1. Na slici 5 prika-
zana su Cetiri na¢ina poplo¢avanja kvadrata duljine
stranice 2% = 4.

4 4
4 4
4 4
4 4
Slika 5. Poplo¢avanje kvadrata duljine stra-
nice 2" L-oblicima razli¢itih boja zan = 2

Vizualno prikazimo jednu mogucu situaciju za n =
3, tj. za kvadrat duljine stranice 8. Odaberimo po
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volji jedan kvadrati¢ unutar kvadratne mreze ko-
ji ne¢emo poploditi (na slici 6 obojen je zelenom
bojom) i podijelimo kvadrat duljine stranice 8 na 4
kvadrata duljine stranice 4.

8

Slika 6. Kvadrat duljine stranice 8

Na toj slici oznac¢imo tri sredi$nja kvadrati¢a slovi-
ma a, b i c. Gornji lijevi kvadrat duljine stranice 4
moze se (po pretpostavci indukcije zan = 2) pop-
lo¢iti L-oblicima tako da nepokriven ostane kvadra-
ti¢ a. Gornji desni kvadrat duljine stranice 4 moze
se poplociti L-oblicima tako da ostane nepokriven
kvadrati¢ s oznakom b. Doniji se lijevi kvadrat pre-
ma pretpostavci indukcije moze poplociti tako da
nepokriven ostane kvadrati¢ ¢. | konacno, doniji
desni kvadrat duljine stranice 4 moZe se po pret-
postavci indukcije poplociti tako da nepokriven os-
tane bas onaj zeleni kvadrati¢. Tri neobojena polja
s oznakama a, b i ¢ ¢ine L-oblik (slika 7) i oni se
mogu poplociti L-oblikom (slika 8). Dakle, preosta-
lo je nepoploceno samo polje oznaceno zelenom
bojom.

8

Slika 7. Tri neobojena polja ¢ine jedan L-oblik

8

Slika 8. Kvadrat duljine stranice 8 poplo¢en L-oblicima

Na ovaj smo nacin pokazali sliedece: ako se kva-
drat sa stranicom duljine 2> = 4 moZe poploditi
L-oblicima tako da jedan kvadrati¢ ostane nepop-
logen, tada se i kvadrat sa stranicom duljine 2> = 8
moze poploCiti L-oblicima tako da ostane jedan
kvadrati¢ nepoplocen.

Jasno je da se analogan postupak moze provesti
za bilo koji n. Kvadrat sa stranicom duljine 2"*!
podijeli se na 4 kvadrata sa stranicama duljine 2",
u svakom od tih manjih kvadrata iskoristi se pret-
postavka indukcije (za kvadrat sa stranicom duljine
2™ i to tako da se u trima od njih poploc¢avanie iz-
vr§i tako da 3 nepoploc¢ana kvadrati¢a ¢ine jedan
L-oblik u sredini, a Cetvrti kvadrat, a to je bas onaju
kojem smo izabrali zeleni kvadrati¢, po pretpostav-
ci indukcije opet mozemo poploditi tako da ostane
nepokriven taj zeleni kvadrati¢. Tada metodom ma-
tematiCke indukcije zaklju¢ujemo da tvrdnja vrijedi
za svaki n.

Primjer 2. Dokazite da se krug podijeljen proizvo-
linim brojem tetiva na likove moze obojiti dviema
bojama na nacin da likovi sa zajednic¢kim stranica-
ma (susjedni likovi) budu obojeni razliCitim bojama

(3.

Rjesenje.

Baza. Podijelimo krug jednom (bilo kojom) tetivom,
n = 1. Nataj smo nacin podijelili krug na dva ods-

je¢ka koja mozemo oboijiti dvjema razli¢itim bojama
(slika9).
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Slika 9. Krug podijeljen jednom tetivom

Pokazali smo da se odsjecci koji imaju zajednicku
stranicu mogu oboijiti dviema razli¢itim bojama.

Pretpostavka indukcije. Pretpostavimo da tvrdnja
vrijedi za n tetiva. Krug podijelien s n tetiva moze
se obojiti dvjema bojama na nacin da likovi sa za-
jednickim stranicama budu razli¢ito obojeni.

Na slici 10 prikazana je jedna od mogucih podijela
kruga s Cetiri tetive.

Slika 10. Krug podijelien s Cetiri tetive

Korak indukcije. Dokazimo da tvrdnja vrijedi i do-
damo i jos jednu tetivu, odnosno da vrijedizan+ 1
tetiva. Dodavanjem jedne tetive likovi s njezine lije-
ve strane bit ¢e nakon podiele obojeni istom bojom
kao likovi uz tetivu s njezine desne strane, a dije-
le istu stranicu. Zamjenom boja likovima s lijeve
strane tetive dokazat ¢emo tvrdnju.

PrikaZimo postupak za n = 5. Tetiva crvene boje
koju smo nacrtali naknadno dijeli krug na dva dijela
(slika 11).

Slika 11. Krug podijeljen s pet tetiva

Primijetimo da su dodavanjem crvene tetive sada
likovi s lijeve strane tetive obojeni istom bojom kao
likovi uz tetivu s njezine desne strane, a dijele za-
jednicku stranicu. Ako likovima s lijeve strane tetive

zamijenimo boje: plavu u narancastu, a narancastu
u plavu, dobit ¢emo likove obojene na nacin da su-
sjedni likovi nisu iste boje.

Slika 12. Krug podijelien s pet tetiva, obojen na trazeni nacin

Vizualizacija zadataka
S prebrojavanjem

Pri rieSavanju zadataka s prebrojavanjem primje-
njuje se Fubinijevo nacelo koje kaze da se prebro-
javanjem predmeta (ili objekata) nekog konacénog
skupa na dvarazli¢ita naCina dobiva isti rezultat [1].

Primjer 3. Matematickom indukcijom dokazite da
za svaki n € N vrijedi

14+3+5+...+2n—1)=n"

Rjesenje.

Formulu koju Zelimo pokazati moZzemo vizualizirati
nanacindase 14+3+5+...4(2n—1) jediniénih
kvadratica moze presloZiti u kvadrat stranice dulji-
ne n &ija je povréina n®. Radi lak$eg prebrojavanja
kvadrati¢a u svaki od njih upisat ¢emo tockicu, a
kako se radi o jedini¢nim kvadrati¢ima, broj tockica
odgovarat ¢e ukupnoj povrsini kvadrata.

Vizualiziramo najprije formulu za prvih nekoliko vri-
jednosti broja n.

n=2 n=3 n=4
1+3=2" 1+3+5=3" 1+3+5+7=4

Slika 13. Slikezan = 2, 3, 4
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Uocimo da smo do jednakosti sa slika mogli doci i
primjenom Fubinijeva nacela. Izraz na lijevoj stra-
ni odgovara broju tockica koje prebrojavamo po
L-oblicima, a s desne se nalazi umnozak broja re-
daka i broja stupaca (“povrsina kvadrata”).

Kako se iz slike za n = 2 stvara slika za n = 37
Kvadrat 2 x 2 nadogradimo s desne strane L-
-oblikom koji ima 2 - 3 — 1 kvadrati¢a u kvadrat
3 x 3. U sliede¢em koraku kvadrat 3 x 3 nadog-
radimo s desne strane L-oblikom kojiima 2 -4 — 1
kvadrati¢a do kvadrata 4 x 4. Ovaj postupak daje
ideju kako napraviti prijelaz snnan + 1.

o ° (0] ° o ° o °
o o o o (e] () (e] o
(e] (e] o o (e] () o o
° ° ° ° o [ ) o °
(e] (e] (o] o (e] () (e] o
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° ° [ ) ° ° [ ) ° °

Slika 14. Nadogradnja kvadrata 7 x 7
L-oblikom s 2 - 8 — 1 kvadraticem

U ovom slucaju pretpostavku indukcije ne¢emo for-
mulirati na “standardan” nacin, tj. “pretpostavimo
da vrijedi formula”, ve¢ na sljiededi.

Pretpostavka indukcije. Pretpostavimo da se
14+34+5+...4 (2n — 1) jedini¢nih kvadrati¢a
moze presloziti u kvadrat stranice duljine n.

Korak indukcije. Potrebnoje 1 +3+5+ ...+
(2n—1) + (2n+ 1) jedini¢nih kvadrati¢a presloZiti
u kvadrat stranice duljine n + 1. Najprije prema
pretpostavci indukcije 1 +3+ 54+ ...+ (2n— 1)
kvadrati¢a slozimo u kvadrat stranice duljine n, a
preostalih 2n + 1 kvadrati¢a poslozimo ispod zad-
njeg retka i iza zadnjeg stupca, tj. nadogradimo
kvadratn xn L-oblikom do kvadrata (n+1) x (n+1)
kao na slici 14.

Primjena matematiCke induk-
cije u svakodnevnom zivotu

lako se u zivotu Cesto koristimo induktivnim za-
kljuCivanjem, najCes¢e nismo ni svjesni da je to-
me tako. Ovdje ¢emo prikazati nekoliko primjera iz
svakodnevnice.

Primjer 4. Dijete blatnjava Cela [2].

Naigralistu se igra n djece, a medu njima njih k ima
blata na ¢elu (1 < k < n). Svako dijete ne zna ima
li blatnjavo Eelo, ali vidi ¢ela druge djece. Dijeci je
reGeno da podignu ruku ako misle da imaju blata
na Celu (uz pretpostavku da medusobno ne komu-
niciraju). Tvrdimo da nakon prvih k — 1 prozivanja
nitko ne¢e podignuti ruku, a nakon k-tog prozivanja
Ce sva djeca blatnjava ¢ela podi¢i ruku.

Ova se tvrdnja dokazuje primjenom metode ma-
temati¢ke indukcije po broju %, tj. po broju djece
blatnjava cela.

Baza indukcije. Pretpostavimo da samo jedno di-
jete, na primjer Ana, ima blata na ¢elu. Bududi
da Ana vidi da sva ostala djeca imaju Cista Cela
i zna da barem jedno dijete mora imati blatnjavo
Celo, zakljuCuje da ona sigurno ima blata na Celu i
podiZe ruku nakon prvog prozivanja.

Objasnimo sto se dogada na primjeru kada to¢no
dvoje djece imaju blatnjavo Celo, na primjer Ana i
Benjamin. Ana vidi da Benjamin ima blata na Celu,
ali ne znaimali ona sama blata na ¢elu pa ne podize
ruku nakon prvog prozivanja. Benjamin razmislja
analogno te ni on ne podize ruku nakon prvog pro-
zivanja. Nakon toga Ana zaklju€uje da upravo ona
mora imati blatnjavo ¢elo jer je Benjamin vidio nje-
zino blatnjavo ¢elo zbog kojeg nije podigao ruku
nakon prvog prozivanja. Na isti nacin razmislja i
Benjamin. Nakon drugog prozivanja, Ana i Benja-
min podizu ruku.

Pretpostavka indukcije. Ako m < k djece ima

blata na ¢elu, oni podizu ruku nakon m-tog prozi-
vanja.
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Korak indukcije. Pretpostavimo da k djece (a
medu njima je na primjer i Ana) ima blata na ¢elu.
Ana koja ima blata na Celu vidi ostalo k — 1 dijete
s blatom na Celu i zna da ¢e, ako ona nema blata
na Celu, ta djeca podici ruku nakon k — 1 prozi-
vanja prema pretpostavci indukcije. Kad se to ne
dogodi, Ana zaklju¢uje da ima blata na ¢elu. Pos-
ve analogno zakljuéuju i sva ostala djeca blatnjava
Cela te nakon k-tog prozivanja sva djeca blatnjava
¢ela podizu ruku.

Primjer 5. Induktivno zakljucivanje

U vinskom podrumu dobili ste zadatak provjeriti
kvalitetu vina u 10000 bacva i trijezni izvijestiti vias-
nika u narednih 15 minuta o rezultatima testiranja
kvalitete. Naravno, to je jedino moguce indukcijom.
Kako to posti¢i?

Isprobajte kvalitetu u prvih nekoliko bacva vina i
kada se uvjerite da je vino iste kvalitete, onda na-
sumicno odaberete neku bacvu i pretpostavite da
je vino iste kvalitete kao iz ovih §to ste isprobali. Na-
kon toga, ako pokazete da je iz sljedece bacve vi-
no iste kvalitete, onda je problem rijeSen te mozete
vlasnika izvijestiti o rezultatima testiranja, a da se
pritom niste napili.

Ovaj primjer nije rijeSen s pomoc¢u metode mate-
matiCke indukcije ve¢ se radi o induktivnom za-
klju¢ivanju, odnosno o nepotpunoj indukciji. Na-
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ime, istinitost tvrdnje ispitana je na kona¢nom bro-
ju slucajeva, no ta tvrdnja ne mora vrijediti za sve
slucajeve. Induktivno zakljucivanije Cesto je u eks-
perimentalnim znanostima.

Zakljucak

Primjeri koje je moguce vizualizirati uvelike mogu
pomoci studentima u shva¢anju metode matema-
ticke indukcije i njezine primjene. Opisani primjeri
jedan su od nacina kako pribliziti metodu matema-
ticke indukcije i moze ih se upotrijebiti kao motiva-
ciju pri samoj obradi teme ili u obliku projekata.
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