viSe nego u udzbeniku

Sto je veée:

eksponencijalna funkcija

Ili polinom?

Lovro Sindici¢ i Sanja Varosanec, Zagreb

Iza ovog pomalo neobi¢nog naslova krije se prou-
Cavanje ponasanja kvocijenta polinoma i ekspo-
nencijalne funkcije kad x neograni¢eno raste. Dru-
gim rijeCima, pitamo se koliko iznosi

Jim P2

x—oo a*

gdje je p, polinom n-tog stupnja, a a* je opca eks-
ponencijalna funkcija s bazom a > 1.

Motivacija nam je bio jedan zadatak iz udzbenika

[1] u poglaviju Limes funkcije u kojem se trazilo

odredivanje vrijednosti lim %te objasnjenje. Bu-
X— 00

duc¢i da taj zadatak nije pripadao niti jednoj grupi

zadataka koji se tipski rieSavaju, pokusali smo po-

goditi njegovo riesenije koristeCi se grafom funkcije

fx) = % (slika 1).

Koriste¢i se crtezom, shvatili smo da je limes jed-
nak 0. Medutim, nekog objasnjenja zasnovanog
na matemati¢kom zaklju€ivanju u tom poglaviju ni-
smo pronasli. Stoga smo eksperimentirali s raz-
li¢itim polinomima i razli¢itim vrijednostima baze a.
Isklju¢ivo smo radili s monomima jer je poznato da
se polinom za dovoljno veliki x ponasa kao svoj vo-
dec¢i monom. Na slici 2 je nekoliko grafova funkcija
u kojima je baza a bila fiksna, a = 2, a stupan;
polinoma se mijenjao.
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Slika 2.

Dok je stupanj polinoma bio nizak, dobivali smo da
je limes jednak 0. Medutim, za vece stupnjeve 50,
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Slika 1. Graf funkcile f(x) = zx—x
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100, ... izgledalo je kao da je ta slutnja pogresna.
Promjenom baze na a = 1.1 dobivali smo sli¢ne
slike za vece stupnjeve polinoma (slika 3).
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Slika 3.

Svi ti grafovi dali su naslutiti da je polinom veci od
eksponencijalne funkcije za dovoljno velike stup-
njeve polinoma. No, u zadatku se trazilo ponasanje
te funkcije u beskonacnosti, odnosno kad x neo-
grani¢eno raste. GeoGebra nam omogucava vrlo
jednostavnu promjenu skale na koordinatnoj osi te
kad smo raspon varijable x povecali 100, odnosno
10000 puta, svi su grafovi postali istog oblika (slika
4).

Ovo nas je opet vratilo na hipotezu da je

lim — = 0.
x—oo a¥

Ovo je ujedno i primjer jednog eksperimentalnog
opazanja u kojem smo na temelju nekoliko primje-
ra mogli do¢i do neistinite tvrdnje.
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Dokazimo da je lim,—,oc — = 0, tj. da eksponen-
cijalna funkcija s bazom ve¢om od 1 brze raste od
bilo kojeg polinoma. Zbog jednostavnosti dokaza
uzet éemo da je a = e jer ako se u limesu pojavi a*,
tada supstitucijom a* = ¢"'@ zadatak svodimo

na bazu e. DokaZimo onda pocetnu tvrdniju:

lim — =0.
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Slika 4.

Dokaz. Prema nejednakosti izmedu aritmeticke i

geometrijske sredine (AG nejednakost) znamo da

vrijedi

I+..+1+(1+x)
n

—1+= (1)
n

Vio1-(1+x) <

1+x§(1+f).
n

Kad n tezi u beskonacno, dobivamo da vrijedi
I+x<e,x>0. (2)

Iz nejednakosti (2) znamo dazax > 0in € N
vrijedi
X x
14+ — <en.
n
Bududi da je funkcija f (@) = a" rastu¢azaa > 0,
mozemo pisati

(L+f)"<e& (3)

217



viSe nego u udzbeniku

218

Iz (3) mozemo pisati da za m > n vrijedi
AP S
C ()

m
Pustajuci x prema beskonac¢nosti te primjenom te-

orema o sendvicu na (4), dobivamo trazenu tvrdnju.
|
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Ako proucimo gornji dokaz, mozemo primijetiti da
je dokaz sadrzan u dva dijela. U prvom se dije-
lu dokazuje da vrijedi e* > x + 1, a onda slije-
di jednostavan nastavak koji smo gore proveli. U
nastavku navodimo malo drukgiji pristup dokazu
nejednakosti ¢* > x + 1 jer kada tu nejednakost
dokazemo, pocetna tvrdnja lagano slijedi. Kako
se mnogi ucenici srednjih Skola nikada nisu sus-
reli s AG nejednakosti, u nastavku ¢emo primijeniti
ekvivalentnu nejednakost koja se radi i dokazuje u
vecem broju srednjih skola i zato smatramo da je
taj dokaz bolji i prikladniji za provodenje na nastav-
nom satu. Dokazimo onda ¢* > x + 1 Koristeéi se
poznatom nejednakosti iz srednje Skole.

Bernoulijeva nejednakost

Zasvakiy > —1, n € N vrijedi sliede¢a nejedna-
kost
1+ny<(1+y)". (5)

Dokaz. Tvrdnja se dokazuje u 4. razredu srednje
Skole metodom matematic¢ke indukcije. M

Buducida (5) vrijedi za svakiy > —1, onda poseb-
no vrijediizay = a
n
n
1+x< (1 + f) .
n
Pustanjem limesa po 7 slijedi trazena tvrdnja

xn
1—|—x§<1—|——) — e,
n

n—oo

Pokazimo kako nejednakost e* > 1 + x mozemo
dokazati i na jo$ dva nacina.

Ovaj se dokaz obitno provodi u temi Primjena di-
ferencijalnog raCuna. Naime, ako je funkcija deri-
vabilna, tada vrijedi: derivacija funkcije je nenega-
tivna na nekom intervalu ako i samo ako je funk-
cija rastu¢a na tom intervalu. Promotrimo funkciju
f(x) = ¢ —x—1naintervalu [0,+00). Nje-
zina derivacija je f'(x) = e — 11 f'(x) > 0
za svaki x > 0, odnosno zaklju¢ujemo da f ra-
ste na [0, +00) . To znaci da za svaki x > 0 vrijedi
f(x) >£(0), odnosnoe*—x—1> e’ —0—1 = 0.
Dakle, ¢* > x + 1 za svakix > 0.

Drugi se dokaz zasniva na ¢injenici da je ¢* limes
niza (b,), gdje je
b1 2 X x"
n — +x+2*!+§+--~+a,

ali budu¢i da se ta tvrdnja ne dokazuje u srednjoj
Skoli, ovaj dokaz nije primjeren za u€enike srednje
Skole. Ipak pokazimo i taj dokaz trazene nejedna-
kosti.

Za nenegativne brojeve ocito vrijedi:

1+x<1 S o
+x < +X+E+§+...+H

pa uzimanjem limesa po n dobivamo da je

. 2% X"
1+x< lim (l+x+=—=+—+...+ —
n— o0 21 3! n!

:e‘x7

Cime je nejednakost ¢* > 1 + x dokazana.
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