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Promjena odnosa

Heronove formule i raCunanja povrsine
trokuta s cjelobrojnim stranicama u

Josip Slisko,
Puebla, Meksiko

U prethodnom ¢lanku [1] predocena je vazna di-
dakticka Cinjenica: do XVI. stolje¢a povrsina troku-
ta sa stranicama 13, 14 i 15 racunala se na dva
ravnopravna nacina. Prvi je nacin bio upotreba po-
luumnoska baze i visine, uz prethodno racunanje
vrijednosti visine spustene na stranicu 14. Dru-
gi nacin bio je upotreba Heronove formule u kojoj
je povrsina trokuta jednaka kvadratnom korijenu iz
umnos$ka poluopsega i razlika poluopsega i duljine
svake stranice.

U ovom Clanku razmatra se kako se tijekom vreme-
na mijenjao odnos Heronove formule i racunanja
povrsine trokuta sa stranicama 14, 15i 16.

U prvom dijelu prikazuje se evolucija tog odnosa
u engleskim udZbenicima matematike od XVII. do

e o o

XIX. stolje¢a. Ti udzbenici imaju posebnu vaznost
zbog njihova globalnog utjecaja ne samo na ame-
ricku, ve¢ i na nastavu matematike u ostalim dijelo-
vima svijeta.

U drugom dijelu razmatraju se aktualne inacice
didaktickog uvodenja Heronove formule i kritiCki
spominju naznake njezine navodne superiornosti.
Takav algoritamski pristup nalazenja povrsine tro-
kuta moze imati negativne posljedice u promociji
ucenikova kreativnog misljenja u zadatcima kada
su sve tri stranice trokuta kvadratni korijeni cijelih
brojeva. U takvim zadatcima dolazi do izrazaja in-
feriornost uobicajenog oblika Heronove formule u
odnosu na ostale moguce postupke nalazenja po-
vr8ine trokuta. Ta tema bit ¢e detaljno izloZzena u
zavrsnom clanku ove serije.

Josip Slisko, Facultad de Ciencias Fisico Matematicas, Benemérita Universidad Autdnoma de Puebla, México, jslisko@fcfm.buap.mx
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Heronova formula i povrsina
trokuta (13, 14, 15) u
Engleskoj: Wingate i Hutton

Edmund Wingate (1596. — 1656.) (slika 1) bio je
engleski matematicar, pravnik i ¢lan Parlamenta u
periodu inter regnum.

Slika 1. Edmund Wingate (1596. — 1656.)

1630. godine napisao je udzbenik Mr. Wingate's
arithmetick koji je sadrzavao “jednostavan i bli-
zak nacin stjecanja znanja i prakse za uobicajenu
aritmetiku”. UdZbenik je nakon Wingateove smr-
ti, proSirivan i poboljSavan, pa je nizom izdanja
znacajno utjecao na kasnije sli¢ne udzbenike osta-
lih autora.

Cetvrto izdanje, objavljeno 1668., uredio je nastav-
nik matematike John Kersey [2]. U tom se izdanju
na 475. stranici pojavlje pitanje broj 52 u kojem se
trazi povrSina jednog komada zemlje u obliku tro-
kuta sa stranicama 15 perches, 14 perches i 13
perches. Perch je stara engleska mjera za duljinu
jednaka 16.5 stopa ili otprilike 5 metara.

Odgovor (84 kvadratnih perches) se nalazi primje-
nom verbalno izlozenog algoritma bez spominjanja
da se radi o matematickom obrascu koji je prije
mnogo stolje¢a izveo Heron. NumeriCka konkre-
tizacija algoritma predocena je veoma pregledno
(slika 2).

The fum of the 3 IS 42

The half of that fam—————— . 25

The 3 remainders found out by fub- 6
eradting each Gde from che half fom—3 7

The produ@ arifing from the conti-_, , .
:I’ mkipliaﬁonoﬁcmr Izﬂm;{}ogi

s :

The fquare root of which produ& i
I!!econt.:qnt required, to wit r '{8@

1

Slika 2. Numeri¢ka konkretizacija Wingateovog algoritma

Vazno je naglasiti de Wingate ne spominje drugi,
ranije popularan nacin za nalazenje povrsine tro-
kuta kada su poznate sve tri stranice [1]. Razlog
moze biti vrlo jednostavan: taj drugi nacin nije mu
bio poznat!

Da bi se imala jasnija slika o tome kako je u XVIII.
stolje¢u i kasnije Heronova formula postala jedini
nacin nalazenja povrsine trokuta kada su poznate
tri stranice, korisno je analizirati tu temu u dvama
djelima koja je napisao Charles Hutton.

Charles Hutton (slika 3) bio je engleski matema-
tiCar, cijenjeni profesor matematike na Vojnoj aka-
demiji u Woolwichu, urednik poznatog ¢asopisa za
popularizaciju matematike The Ladies’ Diary, pre-
voditelj Ozonamova djela iz rekrecijske matematike
[3], ¢lan engleskog Kraljevskog drustva kao i nizo-
zemske i ameri¢ke akademije znanosti i umjetnosti.

Slika 3. Charles Hutton (1737. — 1823.)
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1770. godine Hutton je objavio monumentalno dje-
lo A Tretise on Mensuration, both in Theory and
Practice [4]. Za njega je termin mensuration znacio
“umijetnost i znanost mjerenja veliCine figura”.

Kao prvo pravilo za nalaZzenje povrsine trokuta Hut-
ton navodi:

“Pomnozi jednu od stranica duljinom norma-
le koja se spusta na nju iz suprotnog kuta i
polovina tog umnoska bit ¢e povr§ina” [4, str.
63].

Zanimljivo je da je Hutton to pravilo primijenio na
slu¢aj trokuta Cije stranice imaju duljine 20 chains,
30 chains i 40 chains. Tada je prethodni korak u
primjeni nuzno bio nalaZenje duljine visine! Chain
je jo$ jedna stara engleska mjera za duljinu i iznosi
66 stopa.

Visinu (14.52368 chains) na stranicu 40 cha-
ins nasao je Hutton trigonometrijskim postupkom.
TraZzena povsina bila je 290.4736 kvadratnih cha-
ins.

U druga dva primjera raCunanja povrsine, duljine
osnovice i visine su poznate. U trecem primjeru
poznate su duljine dviju stranica (25 chains i 21.5
chains) i vrijednost kuta medu njima (45°). Dakle,
i u ovom primjeru primjena prvog pravila podrazu-
mijeva prethodno nalazenje visine!

Drugo je pravilo za nalazenje povrsine trokuta bilo
[4, str. 64]:

“Od polovine zbroja triju stranica oduzmi re-
dom svaku stranicu. PomnoZzi polovinu zbroja
trima ostatcima oduzimanja i kvadratni korijen
iz krajnjeg umnoska bit ¢e povrsina trokuta.”

Za razliku od Wingatea, Hutton dokazuje veoma
dugackim postupkom istinitost ovakvog nalazenja
povrsine trokuta. Primjenjuje ga opet na trokut cije
su stranice 20 chains, 30 chains i 40 chains (slika
4).

ExampLE L. What is the area of a triangle whofe
‘three fides are 20, 30, 40 chains?

40 45 45
30 30 20
Ay 15 fec. dif. 25 third dif.
2)g0 1§ fecond dif.
45 half fum 375
40 s firft dif.
s firlt dif. 1875
45 half fum
9375
7500

84375(299°4737 1g. chains

Slika 4. Huttonova numeri¢ka konkretizacija
drugog pravila za nalazenje povrsine trokuta

Iz izloZenog je jasno kako je Hutton dobro pozna-
vao razne moguce nacine nalazenja povrsine troku-
taida je za trokut sa stranicama 20, 30i 40 izravno
prezentirao dva razli¢ita postupka, kao $to je bilo
uobicajeno ranije za slu¢aj trokuta sa stranicama
13,1415

Zanimljivo je napomenuti da je Hutton primijenio
drugo pravilo (ne spominju¢i da se radi o Herono-
voj formuli) i na raCunanje povrSine trokuta sa stra-
nicama 13, 14 i 15 u jednom sloZenijem primjeru
[4, str. 121]:

“Nakon povlacenja linije paralelne stranici 15,
povrsina nastalog manjeg trokuta je 24. Traze
se duljine svih triju stranica.”

Huttonov nac¢in numeri¢kog racunanja povrsine tro-
kuta sa stranicama 13, 14i 15 u tom primjeru moze
biti sliedeéi zadatak za poticanje prakticne mate-
maticke kreativnosti u¢enika:

“Pronadi, bez koristenja dzepnog racunala,
kvadratni korijen izumnoska 21-6-7- 8

RjeSenje se omogucuje rastavljanjem brojeva 21 i
6 na faktore: 21 = 3-7i16 = 3- 2. Dobiva se tako
novi oblik umnoska:

3.7-3-2-7-8
ili
3-3.7-7-2-8.
Dodatno sredivanje umnoska dovodi do:
FP.77.16=32-7*. 42
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Iz tog je oblika lako zakljugiti da je trazeni kvadratni
korijen jednak: 3-7 -4 = 84.

Kako je A treatise on Mensuration bio obimno,
slozeno i skupo djelo, na trazenje mnogih nastav-
nika i prakticara, 1786. godine napisao je Hutton
njegovu kracu i jednostavniju inacicu The Compen-
dious Measurer koja bi bila prikladnija za upotrebu
u Skolama i u praksi [5]. U njoj su zadrzana oba
pravila za nalazenje povrSine trokuta, ali su primjeri
primjene razdvojeni na dvije grupe. U prvoj grupi
se u formulaciji daju osnova i visina i primjenjuje
se prvo pravilo. U drugoj se grupi u formulaciji
daju sve tri stranice i primjenjuje se drugo pravi-
lo. Hutton je, u namjeri da pojednostavni problem
nalazenja povrsine trokuta, izostavio vazne i ranije
razmatrane slucajeve u kojima se povrsina jednog
te istog trokuta nalazi na dva razli¢ita nacina.

U slu¢aju trokuta sa stranicama 13, 141 15, Hutton
primjenjuje samo drugo pravilo (slika 5).

1. To find the number of fquare yards ia the triangle,
whofe three fides are 13, 14.1; fce’t‘. .

3

14 ’
= A
1) 42

itfum a1 2y 2 2

1
13 14 15 * 6
rem. 8 3 6 116
7
881 L
s .

— )

7056 (84 fect

Slika 5. Huttonova numericka konkretizacija drugog
pravila za trokut sa stranicama 13, 14 i 15 [5, str. 95]

Huttonov pristup slijedili su mnogi autori udzbenika
matematike u XIX. stolje¢u. Slijede samo dva ilus-
trativna primjera. Thomson [6, str. 137] prezentira
dva pravila racunanja povrsine trokuta i primjenjuje
ih za slucajeve razlicitih trokuta (slika 6).

Rute 1.—Multiply the base by balf the perpendicular height, and
the product will be the area. .

RuLe 2—If the three sides only are given, add these together,
and take half the sum ; from the half sum subtract each side sepa-

rately

; multiply the halfsum and the three remainders continually

together, and the square root of the lust product will be the area of
the triangle.

1. How many square feet in a
triangle whose base is 40 feet,
and height 30 feet?

Examples.

3. What is the area of a trian-
gle whose three sides are 13, 14
and 15 feet?

41 bage. . " 154144 15=42

15 =4 perpendicular height. and 42.4.2=21=} sum.

— i 8 21 21 21

200 18 14" 15 and 21 x 6 X7 X8

40 [=7036
‘Rem.8 7 6

6_0-{}—l‘eet. Ans.

2. The base of. & triangle is
6.25 chains, and its height 5.20
chains ; what is its area

"Then 7056]2 84 feet, Ans.

4. The three sides of a triangle
are 16, 11 and 10 rods ; what is
the area?  Aps. 54.299 rods.

Auns, 16.25 sq, chains.

Slika 6. Thomsonova dva pravila i njihove primjene u
zadatcima u kojima su poznati razliciti podatci o trokutima

Hickie [7, str. 256], na isti nacin, primjenjuje Hut-
tonovo drugo pravilo za nalazenje povrsine trokuta
sa stranicama 13, 14 15 (slika 7).

189. To find the area of a triangle when the three sides are given.

Rule—~From half the sum of the thres sides subtract each side
geverally ; multiply the balf sum, and the three remainders con-
tinually together, and the square root of the product will be the

area.

EXAMPLE,

What is the area of a triangle whose three sides are respectively

13, 14, and 15 yards?
13

21 21
14 13 14 15
15 —_ -~ —
—_ 8 7 6 remainder.
242
21 = half sum,

Area = A/21 X 8 X 7 X 6= /7056 = 84 square yards.

Slika 7. Hickijeva numeri¢ka konkretizacija pravila za
nalazenje povrsine trokuta sa stranicama 13, 14 i 15

Svi navedeni primjeri nalazenja povrsine trokuta sa
stranicama 13, 14 i 15 mogli su implicitno naves-
ti na pogreSan zaklju¢ak da se njegova povrSina
moze naci jedino primjenom drugog Huttonova
pravila. Pored toga u numerickoj konkretizaciji pra-
vila izostavljaju se jedinice za duljinu. U dimenzijski
korektnom odgovoru za povrSinu kvadrat jedinice
pojavljuje se kao “zec iz madioniCareva Sesira”!
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Aktualni didakticki pristupi He-
ronovoj formuli i nalazenju po-
vrSine trokuta sa stranicama
13,1415

Heronova se formula sada uobicajeno uvodi bez
izvodenja kao algoritamski postupak za nalazenje
povrsine trokuta s poznatim stranicama. Negativne
posljedice mogu izazvati neoprezni komentari da je
taj obrazac prakticniji, brzi i superiorniji od ostalih
metoda racunanja povrsine [8, 9]. Mnogo priklad-
niji su oni pristupi u kojima se Heronova formula
prezentira i “provjerava” u slucajevima kada se po-
vr8ina moze izraCunati i na drukciji nacin. Na pri-
mijer, Martin [10, str. 69] to pokazuje u sluajevima
trokuta sa stranicama (3,4,5) i (2,2, 2).

Posebnu paznju priviaci problemati¢an tijek uc¢enja
koji predlazu Posamantier i Krulik u knjizi “Efektivne
tehnike motiviranja u nastavi matematike"” koja je na-
mijenjena nastavnicima matematike [11]. Pocinje
se lakim zadatkom nalazenja povrSine trokuta os-
novice 8 i visine 6. Zatim slijedi zahtjevniji zadatak
nalazenja povrsine trokuta sa stranicama 3, 4 i 5.
Zadniji zadatak za ucenike je nalazenje povrsine
trokuta sa stranicama 13, 14i 15.

Pedagoska argumentacija za nastavnike je slje-
deca:

“Nakon $to su pokusali i nisu uspjeli izraGunati
povrsinu, ucenici moraju shvatiti da treba pos-
tojati neka metoda nalaZenja povrsine bilo ko-
jeg trokuta kada su zadane samo tri stranice
i Cekat ¢e da im se prezentira ta metoda. To
vodi direktno do lekcije o Heronovoj formuli za
povrsinu trokuta.”

Problemati¢na je ad hoc hipoteza da u¢enici ne mo-
gu samostalno pronaci neki kreativni postupak na-
laZzenja povrsine trokuta sa stranicama 13, 14 i 15
bez koristenja Heronove formule! Bilo bi pozeljno
eksperimentalno pokazati neutemeljnost ove hipo-
teze.

Nasre¢u postoje autori koji vjeruju u kreativnost
uéenika vise nego Posamantier i Krulik. Kaufmann,
na primjer, postavlja sljiede¢i zadatak [12, str. 103]:

“Objasni kako naci povrsinu trokuta sa strani-
cama duljine 7, 13 i 17 centimetara bez ko-
ristenja Heronove formule.”

Moguca su dva nacina rieSavanja. Oba zahtijevaju
nalazenje visine na jednu od stranica, bilo dvostru-
kim koriStenjem Pitagorina poucka, bilo upotrebom
teorema o kosinusu. Heronova formula moze pos-
luZiti za provjeru to¢nosti rezultata. Jedan problem
rijeSen je na tri nacina!

Povijest racunanja povrsine trokuta sa stranicama
13, 14 15 vjerojatno je inspirirala Gelfanda i Saula
za smisljanje kreativnog izazova za ucenike [13, str.
10]:

“Uodi da pravokutni trokuti sa stranicama 5,
12, 1319, 12, 15 imaju jednu katetu koja je
jednaka 12. Koriste¢i se tom Cinjenicom, nadi
povrsinu trokuta sa stranicama 13, 14 15.”

Rjesenje je sljedece:

Trokut (13, 14, 15) moze se dobiti slaganjem dva-
ju spomenutih trokuta tako da im se stranice 12
poklapaju (slika 8).

b, 9 |
Slika 8. Trokut sa stranicama 13, 14 i 15 je “zbroj"
trokuta sa stranicama (5, 12, 13) i (9, 12, 15).

Povrsina prvog trokuta je 30 (5 - 6), a povrsina dru-
gog je 54 (9 - 6). Njihov zbroj jednak je povrsini
trokuta (13, 14,15): 30 + 54 = 84,
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Pogresni zadatci u vezi s trokutom (13,14, 15)
mogu biti korisni u promicanju kritickog misljienja
ucenika i u unosenju sumnje kako je sve u ma-
tematickim udzbenicima to¢no. U tu svrhu moze
sluziti sliedec¢i primjer [14, str. 4]:

“... Pravokutni trokuti ¢ije su stranice cijeli bro-
jevi nazivaju se Pitagorini trokuti. Na primjer,
trokut sa stranicama 3, 41 5 je pravokutni Pita-
gorin trokut.

Zadatak: PokaZzi da visina na najdulju stranicu
trokuta sa stranicama 13, 14 i 15 dijeli trokut
na dva Pitagorina trokuta.”

Od ucenika se moze traziti da dokazu kako je auto-
rova tvrdnja u zadatku pogres$na. Naime, trokuti
koji se dobiju su (13,11.2,6.6) i (14,11.2,8.4)
i nemaju cjelobrojne stranice. Moguci uzrok ove
pogresne tvrdnje je “pogresna memorija”’. Naime,
visina spustena na stranicu 14 doista dijeli trokut
(13, 14, 15) na dva Pitagorina trokuta!

ZakljuCak

Odnos Heronove formule i nalazenja povrsine tro-
kuta s cjelobrojnim stranicama u sadasnjim je ma-
tematiCkim udzZbenicima znatno povoljniji nego sto
je bio u engleskim udzbenicima XIX. stolje¢a. Ta-
da je indirektno promovirana pogresna ideja da je
upotreba te formule jedini nacin nalazenja povrsine
trokuta s poznatim stranicama. Sada je medutim
popularniji pristup da je to tek jedan komplemen-
tarni nacin. U cilju promicanja kreativhog misljenja
veoma je vazno da ucenici upoznaju $to vise mo-
guc¢ih nacina nalazenja povrsine trokuta. Znanje
je bogatije i upotrebljivije ako se jedan problem ri-
jesi na tri razli¢ita nacina nego ako se tri razli¢ita
problema rijeSe na isti nacin!
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