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Igra i strategija

Na matemati¢kim natjecanjima &esto se pojavlju-
ju zadatci u obliku igre. Struktura takvih zadataka
veoma je prepoznatljiva. Navedimo jednu od naj-
jednostavnijih formulacija.

Osoba AiosobaBigrajuigru. Obaigracaimaju de-
finiran konacan skup poteza. Kada pojedini igrac¢
dode na potez, bira jedan od dozvoljenih poteza
s ciliem da pobijedi. Pretpostavlijamo da su oba
igraCa savr$ena logicka bi¢a koja uvijek donose
odluke koje ih vode k pobjedi, odnosno igraju op-
timalno. Postavlja se pitanje koji igra¢ pobjeduije.
Zadatak moze traziti i da sami otkrijemo pobjed-
nicke, tj. optimalne strategije igraca. Napomenimo
da ako se igra odigra viSe puta primjenjujuci istu
strategiju, ishod igre nece se promijeniti. U nas-
tavku ¢emo ¢lanka zbog jednostavnosti ovako (ili
sliéno) postavljenu igru zvati matemati¢kom igrom.

Vjerojatno najpoznatija matemati¢ka igra je sah.
Jednostavnom provjerom moze se vidjeti da zado-
voljava gotovo sve postavke navedene formulacije.
Jedini zahtjev koji nije zadovoljen jest da se ishod
nece promijeniti ako dva igraCa igraju igru vise pu-
ta. Medutim, do promjene ishoda dolazi upravo
Zbog promjena strategije — najcesée gubitnik mije-
nja svoju strategiju. Kada bismo dvama robotima
dali popis poteza koje trebaju odigrati ovisno o po-
ziciji, tijek igre uvijek bi bio isti.

Primjeri drugih poznatih matematickih igara su Go
(poznate i kao Igo ili Weigi), Mlin, Potapanje brodo-
va itd. Neke poznate igre kao §to su Monopoly,
Zmije i ljestve, Cvlovjeée ne ljuti se i Catan nisu
matematicke igre jer bi se zbog koristenja kocke

ishod pojedine igre mogao promijeniti iako se pri-
mijenjuje ista strategija. Za njih takoder ima smis-
la definirati strategije, samo $to su tada strategije
utemeljene na vjerojatnosti odredenog ishoda ne-
kog slucajnog procesa, primjerice bacanja kocki-
ce. Medutim, takvim se igrama ne¢emo baviti u
ovom ¢lanku.

U ranijem ¢lanku [2] primijenjena je metoda inva-
rijanti kako bi se pokazalo da u promatranoj igri
pobjeduje odredeni igra¢, bez obzira na strategiju
drugog igraca. Cilj je ovog Clanka pokazati neke
Ceste ideje prilikom trazenja strategija ako se radi
o nesto kompliciranijoj igri.

Rije¢ strategija dolazi od starogrcke rijeci strategos
i u doslovnom prijevodu znaci “vodenje vojske”.
S vremenom je izgubljeno to prvobitno znacenije,
a u matematici se njome koristimo da bi se opi-
salo postupanje usmjereno prema ostvarivanju
odredenog cilja. U matematickim zadatcima go-
vorit éemo o pobjednickim strategijama. Kao Sto
mozemo zakljuditi iz naziva, pobjedniCka strategija
predstavlja skup pravila po kojima igra¢ bira pote-
ze koji ga dovode do sigurne pobjede neovisno o
potezima drugog igraca.

Ivan Premus, Lucija Reli¢, Matej Vojvodi¢, Udruga Mladi nadareni matematicari “Marin Getaldi¢”, mnm@mnm . hr
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Za pocetak predstavit ¢emo dvije lagane igre kako
bismo na njima analizirali strategije.

Primjer 1. Matej i Patricija igraju igru. Najprije
Matej na plo¢u napise prirodan broj, a zatim Patri-
cija napiSe svoj. Ako je umnozak brojeva na ploci
paran, pobjeduje Matej, u suprotnom pobjeduje
Patricija. Tko sigurno moze pobijediti?

Rjesenje. Jednostavno mozemo zakljuciti da je
odgovor Matej — on moze napisati broj 2 (ili bilo
koji paran broj), pa ¢e umnozak brojeva na ploci u
svakom slucaju biti paran. |

Strategija koju Matej primjenjuje u ovom slu¢aju je
konstantna: ona u obzir ne uzima sto bi Patricija
mogla igrati. U ovakvom je zadatku najbitniji dio
dokazati da je strategija pobjedni¢ka bez obzira na
to Sto igra drugi igra¢. Kada bismo zamijenili uvjete
pobjede igraca, tj. kada bi Matej pobjedivao ako je
na plo¢i neparan broj, a Patricija ako je na ploci
paran broj, pobjednica bi bila Patricija jer u tom
sluéaju moze primijeniti istu strategiju.

Ovakvim strategijama se uglavnom ne¢emo baviti
u ovom Clanku jer se izrazito mali broj igara moze
dobiti primjenjuju¢i konstantnu strategiju.

Primjer 2. Matej i Patricija igraju igru. Najprije Ma-
tej na plocu napiSe prirodan broj, a zatim Patricija
napise svoj. Ako je zbroj brojeva na ploci paran,
pobjeduje Matej, u suprotnom pobjeduje Patricija.
Tko sigurno moZze pobijediti?

Rjesenje. Sada je pak odgovor Patricija, ali njena
strategija ovisi o tome $to ¢e Matej zapisati.

e Ako Matej napise paran broj, Patricija mora na-
pisati neki neparan broj.

e Ako Matej napiSe neparan broj, Patricija mora
napisati neki paran broj.

Poznato je da je zbroj parnog i neparnog broja ne-
paran, pa Patricija moze pobijediti u oba slucaja.
|

Buduci da je strategija dovoljno jednostavna, um-
jesto rastavljanja na slu¢ajeve mogli smo jednos-
tavnije re¢i: “Patricija piSe broj suprotne parnosti
od Matejevog”. Ovo je primjer reaktivne strategije
jer se strategija velikim dijelom temelji upravo na
tome §to ¢e napraviti drugi igra¢. Vecina zadataka
u ovom ¢lanku zasnivat ¢e se upravo na trazenju
reaktivne strategije i dokazivanju da je ona pobjed-
nicka.

Simetrija

Nakon $to smo izgradili osje¢aj za pojam strategije
na laganim primjerima, promotrimo jo$ neke zaht-
jevnije primjere u kojima igra¢ koji ima pobjednic¢ku
strategiju mora paziti kako ¢e reagirati na poteze
protivnika. Cesto ¢e nam motivacija za strategi-
ju biti traZenje neke simetrije s obzirom na poteze
drugog igraca, a najéesc¢e ¢emo iskoristiti neku ge-
ometrijsku simetriju, poput osne ili centralne sime-
trije ili neki nacin sparivanja.

Primjer 3. Na ploci je redom napisano N minusa.
lvan i Hrvoje naizmjence prepravljaju jedan ili dva
susjedna minusa u plus. Pobjednik je onaj igra¢
koji prepravi posljedniji minus. Koji igra¢ pobjeduje
ako Ivan igra prvi?

Rjesenje. Ivan Zeli prepraviti “sredinu niza”. Ako je
N neparan, prepravlja srednji minus u plus, a ako
je n paran, onda prepravlja dva srednja minusa u
plus. Nakon prvog poteza, Ivan zrcali Hrvojeve po-
teze na suprotnoj strani s obzirom na sredinu niza,
Sto ga dovodi do pobjede.

Jasno se vidi da kako je prvi potez podijelio niz
na dvije simetri¢ne polovice, bez obzira na to §to
Hrvoje odigra, Ivan moze osigurati da nakon nje-
govog poteza niz minuseva i pluseva ostane si-
metri¢an. Dakle, igra moze stati jedino ako Hrvoje
nema $to igrati, pa zakljuéujemo da Ivan pobjeduje.

|
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Kopiranje poteza drugog igraca zbog neke posto-
jece simetrije u igri i dopustenim potezima jedan je
od naj¢esc¢ih nacina stvaranja reaktivne strategije.
Tako ¢e biti i u sliedecem primjeru.

Primjer 4. Aleksandar i Matko naizmjence postav-
ljaju po jednog skakaca na $ahovsku ploc¢u. Ska-
kaCa se ne smije postaviti na ve¢ zauzeto polje
ili polje koje neki drugi skaka¢ napada, a gubit-
nik je onaj tko ne moze odigrati potez. Koji igra¢
pobjeduje ako Aleksandar igra prvi?

Rjesenje. Pretpostavimo da je prvi igra¢ posta-
vio svog skakaca na dopusteno polje. Drugi igrac
moZe staviti svog skakaca osnosimetri¢no polozaju
posljednje postavljenog skakaca s obzirom na pra-
vac koji lezi izmedu 4. i 5. stupca. Sada je drugi
igrac taj koji nakon svog poteza odrzava simetriju
ploce!

AKo je prvi igraC postavio svog skakaca, mozemo
garantirati dvije stvari: to je polje bilo slobodno i
nije ga napadao niti jedan od ranije postavljenih
skakaca. Zbog simetrije, polje na koje drugi igrac¢
zeli postaviti skaka¢a zasigurno je takoder prazno
i ne napada ga niti jedan od skakaca, osim mozda
upravo postavljenog jer je taj jedini postavijen u
meduvremenu. Budu¢i da je stanje na ploCi si-
metri¢no u odnosu na os simetrije, osnosimetricna
polja su u istom redu, a kako skakaC sigurno ne
napada niti jedno polje u istom redu, drugi igrac¢
sigurno moze postaviti skakaCa na zeljeno polje.

Dakle, ako Aleksandar moze igrati, nakon njega
sigurno moze igrati i Matko, $to znaci da Matko
pobjeduje. |

Zadniji primjer u ovom dijelu ¢lanka bavit ¢e se ide-
jom sparivanja i bit ¢e nesto blizi ideji bojenja i
poplo¢avanija.

Primjer 5. Ivan i Petar igraju igru na $ahovskoj
plo¢i. Najprije Petar stavi skakaCa na proizvoljno
polje, a zatim Ivan i on naizmjeni¢no vuku poteze
kao u Sahu, ali skakaca ne smiju vratiti na ve¢ pos-
je¢eno polje. Gubitnik je igrac koji ne moze odigrati
potez. Tko sigurno moze pobijediti?

Rjesenje. Pobjeduje lvan. Na pocetku igre polja
ploCe podijelit ¢e u parove tako da bude moguce

napraviti potez izmedu polja svakog para. Promo-
trimo jednu mogucu podielu. Najprije dio ploce
veliéine 2 x 4 podijelimo na Cetiri para, a zatim
upotrebljavaju¢i kopije te podjele popunimo cijelu
plo¢u kao na slici 1.

1 2 3 4)5 6 7 8
3 4 1 2|7 8 5 6
9 10 11 12§13 14 15 16
11 12 9 10§15 16 13 14
17 18 19 20§21 22 23 24
19 20 17 18|23 24 21 22
25 26 27 28)129 30 31 32
27 28 25 26131 32 29 30

Slika 1. Podjela Sahovske plo¢e na parove polja

Nakon $to Petar stavi skakaa na plo¢u, prvi lvanov
potez bit ¢e pomicanje skakaca na polje spareno
s Petrovim pocetnim poliem. Opcenito, kako Petar
igra prvi, morat ¢e skakaCa dovesti na polje nepo-
sje¢enog para, a Ivan ¢e tada postaviti skakaca na
preostalo polje tog para. Ivan uvijek na raspolaga-
nju ima taj potez, stoga ¢e Petar ostati bez poteza
i izgubiti. |

Pobjednicke i gubitniCke
pozicije

Osim traZzenja konkretne pobjednic¢ke strategije
Cesto ima smisla promatrati pobjednicke i gubit-
ni¢ke pozicije. Pozicija je opcenito neko stanje ig-
re, npr. polozaj figura na ploci, broj i veli¢ina hrpa,
brojevi na ploci itd.

Za poziciju kazemo da je pobjednicka ako igrac¢
koji je na potezu moze u nastavku igre osigurati
pobjedu, neovisno o potezima drugog igraca. U
suprotnom, pozicija je gubitni¢ka; tada neovisno o
potezima igraca na potezu protivnik moze osigurati
pobjedu. Pozicija je pobjednicka ako vodi u barem
jednu gubitni¢ku, a gubitni¢ka ako vodi iskljucivo u
pobjednicke pozicije.

Kako bismo priblizili ovu ideju, promotrimo sljiedeCi
primjer.
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Primjer 6. Na stolu se nalazi 10 Sibica. Ana i Ba-
nana sa stola uzimaju 1, 2 ili 3 Sibice naizmjence.
Pobjednik je onaj koji uzme zadnju sibicu. Ako Ana
igra prva, tko sigurno moze pobijediti?

Rjesenje. Lako vidimo da ako je na stolu samo 1,
2 ili 3 Sibice, pobjeduje onaj igra¢ kaji je na pote-
zu. Zato su pozicije s 1, 2i 3 Sibice pobjednicke.
Jednako tako, lako se vidi da je pozicija sa 4 Sibice
gubitniCka jer svaki potez vodi u pobjedni¢ku pozi-
ciju za drugog igraca.

S obzirom na to da je na stolu relativno malo Sibica,
mozemo do kraja raspisati koje su pozicije pobjed-
nicke, a koje gubitnicke.

pobjednicke

1,2,3\4
/
5,6,7>8

9,10

gubitnicke

Slika 2.

Vrlo brzo vidimo da Ana dobiva. Konkretno, pozi-
cile s 5, 61 7 Sibica su ponovno pobjednicke jer
je moguce protivnika dovesti u poziciju s 4 Sibice
koja je gubitnicka za njega. Pozicija s 8 Sibica je
ponovno gubitni¢ka jer vodi samo u pobjednicke,
a iz pozicija s 9 i 10 Sibica moguc¢e je doci do 8
Sibica, pa su zato pobjedni¢ke. Dakle, Ana moze
pobijediti.

|

Nakon prvih nekoliko slucajeva primjecujemo uzo-
rak koji mozemao primijeniti i za op¢eniti slucaj. Ko-
riste¢i se indukcijom, mozemo dokazati da su po-
zicije s brojem Sibica oblika 4k gubitniCke pozicije,

a sve ostalo pobjednicke za prvog igraca. Vratimo
se na prethodni primjer. Kako 10 nije djeljivo s 4,
Ana sigurno moze pobijediti.

Igre poput ove, u kojima je na raspolaganju odre-
deni broj objekata, a igraci mogu u jednom potezu
ukloniti bilo koji broj objekata izmedu 1 i nekog za-
danog maksimuma, nazivaju se Nim. U proslom
smo primjeru, zbog relativno malih brojeva, anali-
zirali pobjednicke i gubitniCke pozicije, a da nismo
eksplicitno naveli pobjednic¢ku strategiju. Punu lje-
potu Nima mozemo bolje upoznati na sliede¢em
primjeru.

Primjer 7. Na stolu se nalazi 100 Sibica. Ivan i Tea
mogu U jednom potezu uzeti izmedu 1 i 9 Sibica
sa stola, a poteze vuku naizmjence. Ako Tea igra
prva, tko i kako pobjeduje pri optimalnoj igri?

Rjesenje. Zadatak bismo ponovno mogli rijesiti
raspisivanjem pobjednickih i gubitni¢kin pozicija,
no to bi nam, zbog velikih brojeva, uzelo nepot-
rebno puno vremena. Zato ¢emo probati odmah
pogoditi strategiju.

Budué¢i da sa stola mogu maknuti izmedu 1 i 9
Sibica, tvrdimo da Ivan uvijek moze posti¢i da on
i Tea zajedno uzmu 10 Sibica — ako Tea uzme 1,
on ¢e ih uzeti 9, ako Tea uzme 2, on ¢e ih uzeti 8
itd. Konac¢no, ako Tea uzme 9, Ivan treba uzeti 1.
Preciznije, ako Tea uzme X Sibica, Ivan mora uzeti
10— X, abrzom provjerom vidimo da je broj 10 — x
u dozvoljenom rasponu.

Dakle, lvan moze posti¢i da nakon njegovog prvog
poteza zajedno uzmu 10 Sibica. Nakon svakog
njegovog sliedeceg poteza zajedno ¢e uzeti jos 10
Sibica, pa Ivan pobjeduje u svom desetom potezu
jer ¢e tada biti maknuto svih 100 $ibica. [ |

U sliede¢em primjeru nece biti moguce na toliko
izravan i lijep nacin odrediti pobjednika.

Primjer 8. Na stolu se nalazi 20 Sibica. Paula i
Maja naizmjence sa stola uzimaju po 2, 3, 5ili 8
Sibica. Gubi ona koja ne moze igrati (tj. broj Sibica
je manji od 2). Ako Paula igra prva, tko sigurno
moze pobijediti?

Rjesenje. Raspisimo pobjednicke i gubitnicke po-
zicije po broju preostalih Sibica:
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e Pozicije 0i 1 su ocito gubitnicke pozicije za ig-
raca koji je na potezu.

e Pozicije 2, 3, 5i 8 su pobjednicke jer igra¢ moze
uzeti redom 2, 3, 5ili 8 Sibica i dovesti drugog
igraca u gubitni¢ku poziciju O.

e Pozicije 4, 6 i 9 su pobjednicke jer igra¢ moze
uzeti redom 3, 5 ili 8 Sibica i dovesti drugog
igraca u gubitni¢ku poziciju 1.

e Pozicija 7 je gubitni¢ka pozicija jer igrac bilo ko-
jim potezom (uzimanjem 2, 3 ili 5) dovodi dru-
gog igraca u neku od pobjednickin (5, 4 ili 2).

e Pozicije 10, 12 i 15 su pobjednicke jer igrac¢
moze uzeti redom 3, 5ili 8 Sibica i dovesti dru-
gog igraca u gubitni¢ku poziciju 7.

e Porzicija 11 je gubitnicka pozicija jer igra¢ bilo
kojim potezom (uzimanjem 2, 3, 5 ili 8 Sibica)
dovodi drugog igrata u neku od pobjednickih
9,8 6ili 3).

e Pozicije 13, 14, 16 19 su pobjednicke jer igrac
moze uzeti redom 2, 3, 5 ili 8 Sibica i dovesti
drugog igraca u gubitni¢ku poziciju 11.

e Pozicija 17 je gubitni¢ka pozicija jer igra¢ bilo
kojim potezom (uzimanjem 2, 3, 5 ili 8 Sibica)
dovodi drugog igraca u neku od pobjednickih
(15, 14, 12111 9).

e Pozicija 18 je gubitnicka pozicija jer igra¢ bilo
kojim potezom (uzimanjem 2, 3, 5 ili 8 Sibica)
dovodi drugog igraca u neku od pobjednickih
(16, 15, 13l 10).

e Pozicija 20 je pobjedni¢ka jer igra¢ moze uze-
ti 2 Sibice i dovesti drugog igraca u gubitni¢ku
poziciju 18.

Dakle, ako Paulaigra prva, pobjeduje jer je pozicija
20 pobjedni¢ka za onog igraca koji je na potezu.
|

Nije najljepsi nacin, ali radi, samo treba biti uporan.
Opcenito, brojevi vec¢i od 20 ili 30 trebali bi indicirati
da ¢e nam vjerojatno biti potrebna indukcija. Po-
gledamo i prvih nekoliko pozicija u tablici 1, uocit
¢emo pobjednicke i gubitniCke pozicije. Sada bi
se uz nesto napora moglo indukcijom pokazati da
se pozicije dalje cikli¢ki ponavljaju s periodom 17.
Motivirati nas mogu dvije uzastopne gubitni¢ke po-
zicije, a brzim pregledom vidimo da bi 17 mogao
biti period.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
G c JEEEENREE BB BN G P
13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
P PP P GG PP P P
26 27 28 29 30 31 32 33 34 35
PP GPPPUPPG G

e

Tablica 1. Pobjedni&ke (P) i gubitnicke (G) pozicije

10

23

36

Slika 3. Graf strategije

Na slici 3 su vrhovi 0, 1, 7 i 11 crveni jer su gu-
bitnicke pozicije i iz njih vode crvene strelice u pri-
padne pobjedniCke pozicije. Ostali su vrhovi zeleni
jer su pobjednicke pozicije te su zelenim strelicama
istaknuti neki moguéi potezi koji vode u pripadne
gubitnicke pozicije.

Dapace, ovim se grafom mozemao Koristiti i pri pra-
voj igri jer pokazuje i pobjednicku strategiju, tj. koji
potez vodi u gubitni¢ku poziciju za drugog igraca.

Ukratko, ako nije odmah jasno koje su pobjednicke
pozicije, korisno je ipak napasti zadatak, pa uz ras-
pis probati uoditi uzorak i zatim ga dokazati.

Ovdje isticemo jo§ jedan primjer. Preporu¢amo
Citatelju da se zadrzi na njemu i sam ga pokusa
rijesiti prije nego sto procita riesenje.

11

24

37

229

12

25

T8



mladi nadareni matematicari

Primjer 9. Dvopotezni je Sah po svim pravilima
jednak obi¢nom $ahu, no svaki igra¢, umijesto da
odigra jedan potez, igra dva. Dakle, najprije bi-
jeli odigra dva poteza, pa crni odigra dva poteza
itd. Uz optimalnu igru, koji igra sigurno ne moze

izgubiti?

Rjesenje. Bijeli ne moze izgubiti, a dokaz pro-
vodimo kontradikcijom. Pretpostavimo suprotno,
tj. da bijeli moze izgubiti uz optimalnu igru, pa zato
pocetna pozicija mora biti gubitni¢ka za bijeloga.

Ako je poCetna pozicija gubitniCka, dobivena ¢e po-
zicija biti pobjednicka za crnoga neovisno o prvom
(dvostrukom) potezu bijeloga. Sada je kontradikci-
ju najlakse pronaci tako da od svih mogucih nacina
na koje se mogu odigrati prva dva poteza odabe-
remo onaj za koji lagano mozemo odrediti stavlja
li zaista crnoga u pobjednicku poziciju. Pozicija za

koju je to najlakse odrediti je pocetna.

Uzmimo primjerice poteze skakaca s B1 na C3, a
zatim u drugom potezu nazad s C3 na B1. Razlog
za ovakav potez je pustiti crnoga da igra iz poCetne

pozicije.

Po pretpostavci, nakon tih odigranih poteza bije-
loga, dobivena pozicija je pobjedni¢ka za crnoga.
Sada kada je bijeli prepustio potez, uspio je natje-
rati crnoga da postane onaj koji mora vuéi poteze iz
pocetne pozicije koja je po pretpostavci gubitnicka.
Dakle, crni je istovremeno u pobjednic¢koj i gubit-
nickoj poziciji, $to je kontradikcija. Zaklju¢ujemo da
je pretpostavka da je pocetna pozicija gubitnicka

lazna, stoga prvi igra¢ ne moze izgubiti.

Zadatci za samostalni rad

1. Na stolu se nalazi hrpa od 10 Zetona: 2 bijela,
2 crna, 2 crvena, 2 plava i 2 zelena. Simun |
Andrija naizmjence uzimaju po jedan zeton s
hrpe i stavljaju ih na vrhove konveksnog de-
seterokuta. Simunov cilj je napraviti niz od 5
Zetona svih 5 razlicitih boja, a Andrija ga u to-
me ometa. Igru poCinje Andrija. Tko sigurno

moze pobijediti?

2. Na stolu se nalazi n Sibica. Lucija i lvan mo-
gu u jednom potezu uzeti bilo koji broj Sibica
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izmedu 1 i k ukljucivo, s tim da Lucija igra
prva. Pobjeduje igra¢ koji uzme posljednju
Sibicu. Odredite kada Ivan pobjeduje, ovisno
onik

Na stolu su dvije hrpe Zetona veli¢ine n i m.
Martin i Mislav igraju naizmjence, a u jednom
potezu mogu uzeti proizvoljan broj zetona s hr-
pe koju odaberu. Pobjednik je onaj koji uzme
zadniji zeton. Ako Martin igra prvi, tko sigurno
moZe pobijediti u ovisnosti o N i M?

Marina i Lucija naizmjenice biraju jedan od
brojeva 2, 3, 4, 5i zapisuju ga na plo¢u. Luci-
ja pocinje prva, a pobjednica je ona koja za-
piSe zadnji broj takav da je zbroj svih brojeva
napisanih na plo¢i barem n.

a) Tko ima pobjednic¢ku strategiju ako je
n=70?

b) Sto ako je n = 75?

Vlatka i Vlatko igraju igru s pravokutnom
plocom i okruglim Zetonima istog polumijera.
U potezu je dozvoljeno staviti jedan Zeton na
plocu tako da se ne preklapa s ostalima i da
se u cijelosti nalazi na ploc¢i. Igra¢ koji viSe ne
moze postaviti zeton na ploCu gubi.

Tko ima pobjednicku strategiju ako Vlatka igra
prva?

Na stolu se nalaze 1234 kamenci¢a. Filip i
Toma igraju sliede¢u igru: najprije Filip uz-
me neki paran broj kamenci¢a, najmanije dva,
ali ne vi§e od 100, a zatim Toma uzme neki
neparan broj kamenci¢a, najmanije jedan, ali
ne viSe od 99. Potezi se dalje vuku naizmje-
ni¢no, postujuci iste uviete. Igra¢ pobjeduje
ako pokupi sve preostale kamencice ili ako
drugi igra¢ ne moze odigrati svoj potez. Tko
ima pobjednicku strategiju, tj. moze pobijediti
neovisno o igri drugog igraca?

. LauraiMateo na plo¢u su napisali 2023 uzas-

topna prirodna broja pocevsi od nekog n. Na-
kon toga naizmjence briSu po jedan broj s
ploce, sve dok na plo¢i ne ostanu samo dva
broja. Laura dobiva ako su preostali brojevi
relativno prosti, a Mateo ako imaju zajednicki
djelitelj ve¢i od 1.

broj 120 / godina 24. / lipanj 2023.
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a) Ako Lauraigra prva, tko pobjeduje?
b) Ako Mateo igra prvi, tko pobjeduje?

U gornjem desnom kutu pravokutne ploce di-
menzije M x nnalazi se kamen. Megi i Fran-
ka naizmjence pomicu kamen proizvoljan broj
polja prema dolje ili ulijevo. Pobjeduje ig-
radica koja kamen pomakne u doniji lijevi kut.
Ako je Megi prva na potezu, pronadi sve pa-
rove (M, N) za koje ona ima pobjedni¢ku stra-
tegiju.

Na stolu su 42 kamenci¢a. Dva igraca naiz-
mjence odigravaju poteze. U svakom potezu
igraC treba uzeti najmanje jedan kamencic,
ali ne viSe od polovine preostalih kamencica.
Pobjeduije igra¢ nakon Cijeg poteza na stolu
ostane samo jedan kamenci¢. Koji igrac si-
gurno moze pobijediti?

Mare i Kate naizmjeni¢no zapisuju po jednu
znamenku sve dok ne napisu Sesteroznamen-
kasti broj, pri Cemu se nijedna znamenka ne
smije ponoviti. Prva znamenka mora biti raz-
licita od 0. Mare igra prva, a znamenke se
pisu redom slijeva nadesno. Mare pobjeduje
ako je napisani Sesteroznamenkasti broj dje-
livs 2, 3ili 5, u suprotnom pobjeduje Kate.
Dokazi da Mare ima pobjednicku strategiju.

Zadan je pravilni mnogokut s n vrhova. lvan
i Tea naizmjence crtaju dijagonale tog mno-
gokuta, ali gube ako nacrtaju dijagonalu koja
sijeCe neku od ve¢ nacrtanih dijagonala (osim
u vrhovima). Ako Ivan crta prvi, tko ima pob-
jednicku strategiju?

Mirko i Slavko igraju kartasku igru s 2n ka-
rata koje su numerirane s 1,2,...,2n. Na
poCetku svaki igra¢ ima n karata. Nakon
toga naizmjence bacaju karte sve dok zbroj
bacenih karata ne bude djeljivs 2n+1. Ako je
Zbroj bacenih karata djeljivs 2n+1, pobjeduje
zadnja osoba koja je bacila kartu. Tko ima po-
bjednicku strategiju ako Slavko igra prvi?

Matej i Jakov igraju igru s Cokoladom oblika
pravokutnika dimenzija m x n koja se sastoji
od jedini¢nih kvadrati¢a. Igraci naizmjence bi-
raju jedan od preostalih kvadrati¢a te odlome

(i pojedu) taj i sve kvadratice koji se nalaze
u istom redu desno i u istom stupcu nize od
odabranog, kao i sve one koji su time ostali
odvojeni od ostatka ¢okolade. Pobjeduje ig-
rac¢ koji ostavi samo jedan kvadrati¢, tj. onaj u
gornjem lijevom kutu. Ako Matej igra prvi, za
koje veli¢ine Cokolada pobjeduje Jakov?

potez

Slika 4. Primjer jednog moguceg prvog
poteza na ¢okoladi dimenzija 5 x 7

Upute

1.

2.

10.

11.

12.

13.

Potrazite strategiju pomoc¢u simetrije.

Ovo je generalizirani primjer Nima — razmislite
koje su gubitni¢ke, a koje pobjednicke pozici-
je.

Sto ako su ni mjednaki? Sto ako nisu?

Koji zbroj Marina sigurno moze postiéi svojim
potezom?

Pobjednicka strategija koristi neku simetriju.
Ovo je ponovno Nim.

U oba slucaja pobjeduje onaj tko igra prvi.
Tko pobjeduje za n x n plo¢u?

Analizirajte pobjednicke i gubitniCke pozicije.
Sto ne smije biti zadnja znamenka?
Isprobajte igru na malim primjerima.

Ako Slavko moZe posti¢i da Mirko ne moze
pobijediti u sljede¢em potezu, tada i Mirko
moZze posti¢i da Slavko ne moze pobijediti u

sliede¢em potezu.

Prisjetimo se primjera 9.
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mladi nadareni matematicari

Rjesenja

1. Pobjeduje Simun. U svakom svom potezu on
stavlja Zeton iste boje kao i Andrija na nasup-

rotni vrh deseterokuta.

2. Vidimo da su pozicije od 1 do k pobjednicke
za Luciju, pa je zato pozicija kK + 1 o¢ito gu-
bitnicka. Indukcijom prosirujemo gubitnicke
pozicije na sve oblikal(k+ 1), VI € N, asve
ostale pozicije su pobjednicke. Dakle, ako je
ndijeljivs k+ 1 pobjeduje Ivan, tako da nakon
svakog Lucijina poteza makne onoliko Sibica
koliko treba da u zbroju s Lucijinim potezom
makne ukupno k+ 1 Sibicu. Ako n nije djeljivs
k + 1, pobjeduije Lucija tako da najprije uzme
onoliko Sibica koliki je ostatak koji daje n pri
dijelienju s kK + 1, a onda rabi istu strategiju
koju je Ivan imao u prethodnom slucaju.

3. Ako je n = m, pobjeduje Mislav jer moze sa-
mo kopirati Martinove poteze. Ako je n # m,
tada Martin u prvom potezu iz ve¢e hrpe uz-
me to¢no onoliko Zetona koliko treba da hrpe
budu jednakobrojne, pa zatim on kopira Mis-

lavove poteze.

4. Marina moze posti¢i da zbroj njenog broja i
prethodnog Lucijina broja bude 7. Na taj ¢e
nacin posti¢i da nakon svakog njenog poteza
Zbroj svih brojeva bude djeljiv sa 7. Dakle,
ako je n = 70, tada dobiva Marina jer je 70
djeljivo sa 7. Za n = 75 dobiva Lucija jer u
prvom potezu zapise 5 i dolazi u poziciju kad

jen="70.

5. Vlatka ima pobjedniCku strategiju. Prvi zeton
stavlja na sredinu, a dalje centralno-simetricno

zrcali Vlatkove poteze.

6. Skolsko natjecanje 2012., 4. razred, A varijan-

ta, 8. zadatak.

7. U oba slu¢aja pobjeduje igra¢ koji igra prvi.

a) Ako Lauraigra prva, u prvom potezu brise
najmanji broj, a ostale brojeve dijeli u paro-
ve uzastopnih brojeva. Zasto? Primijetimo
da su dva uzastopna prirodna broja sigur-
no relativno prosta. Dakle, Lauri je dovo-
lino da na kraju ostane bilo koji od takvih
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parova brojeva. Zaista, to moze lako uciniti
tako da nakon svakog Mateova poteza ob-
riSe onaj drugi broj iz istog para u kojem se
nalazio taj broj.

b) Uzmimo sada da Mateo igra prvi. Uo¢imo
da je situacija jednostavna ako je pocetni
broj N paran. U tom slu¢aju Mateo brise
neparne brojeve dok god ih ima jer ¢ak i
ako Laura briSe samo parne, na kraju ¢e
ostati dva parna broja. Opisat c¢emo Ma-
teovu pobjednicku strategiju koja ne ovisi
o parnosti broja n.  Neka je njegov prvi
potez obrisati najmanii broj na ploc¢i. Ta-
da se medu preostalim brojevima nalazi
po 1011 parnih i neparnih brojeva. Ako
ostanu dva parna broja, Mateo sigurno
pobjeduje, pa stoga Mateo briSe neparne
brojeve. Zbog toga Laura, da sprije¢i ta-
kav razvoj dogadaja, mora brisati iskljucivo
parne brojeve (¢im obriSe jedan neparan,
a Mateo dalje briSe samo neparne, ostat
¢e dva parna broja na kraju). Dakle, prije
no $to Laura odigra zadnji potez, ostat ¢e
dva parna i dva neparna broja. Laura je
opet prisiliena obrisati paran broj jer inace
Mateo moZe ostaviti dva parna broja na
ploCi. Takoder, Mateo Zeli da ta dva nepar-
na broja ne budu relativno prosti i to Mateo
zaista moZe osigurati jer je na pocetku na
plo¢i dovoljno brojeva. Mateo moze obri-
sati sve neparne brojeve, osim neka dva
koja su djeljiva s 3, a uz njih su prije pos-
liednjeg Laurina poteza na ploci i jo§ dva
parna broja. ZakljuCujemo da Mateo ima
pobjednicku strategiju jer moze u zadnjem
potezu obrisati broj iste parnosti kao i La-
ura i na plocCi ostaviti ili dva parna broja ili
dva broja djeljiva s 3.

8. Ako je ploCa kvadratna, pobjeduje Franka. Za

svaki Megin pomak kamena prema dolje za X,
Franka ga u svom potezu pomakne X polja uli-
jevo. Za svaki Megin pomak kamena ulijevo,
Franka ga pomakne jednak broj polja prema
dolje. Drugim rije¢ima, ona “ponistava” Me-
gine poteze vracaju¢i kamen na dijagonalu.
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10.

11.

12.

Ako ploca nije kvadratna, pobjeduje Megi ta-
ko da u prvom potezu poziciju svede na kva-
dratnu plocu, a onda dalje igra tako da vrac¢a
kamen na dijagonalu te nove kvadratne ploce.

Zupanijsko natjecanje 2019., 1. razred, A vari-
janta, 5. zadatak.

Drzavno natjecanje 2009., 1. razred, A varijan-
ta, 5. zadatak.

U ovom zadatku zapravo nije trebalo naci stra-
tegiju jer igra zavrSava kada se dobije triangu-
lacija. Ukupan broj poteza u igri je n — 3 jer
je za triangulaciju uvijek potrebno to¢non— 3
duzina. Iz toga slijedi da za parne n dobiva
lvan, a za neparne n dobiva Tea.

Mirko ima pobjedni¢ku strategiju. Dokazat
¢emo da nakon svakog Slavkova poteza Mir-
ko moze zavrsiti igru ili posti¢i da Slavko ne
moZze zavrsiti igru u sliede¢em potezu. Pret-
postavimo da je Mirku u nekom trenutku os-
talo k — 1 karata, a Slavku K karata, te neka
zbroj karata na stolu daje ostatak j pri dijelje-
nju s 2n+ 1. Ako Slavko ima broj2n+ 1 — j
medu svojim kartama, moZze to odigrati i pobi-
jediti. Ako nema tu kartu, ima jednu kartu vise
od Slavka. Za svaku Slavkovu kartu K, najvise
je jedna Mirkova karta takva da ¢e Slavko na-
kon Mirkova poteza pobijediti bacanjem karte
K. To znac¢i da Mirko ima barem jednu kar-
tu koju moze odigrati, a da Slavko ne moZze

13.

pobijediti u sliede¢em potezu. Buduci da svi
znaju koje su karte preostale i koje su bacene,
Mirko zna koju kartu treba baciti. Dakle, Mirko
ima pobjednicku strategiju.

Pretpostavimo najprije da je dimenzija ¢okola-
de 1 x 1. U tom slu¢aju o¢ito gubi Matej.

Pretpostavimo sada da je barem jedan od
brojeva m, nve¢i od 1 i da ponovno gubi Ma-
tej. Tada on gubi i ako odlomi samo kvadrati¢
u desnom donjem kutu. Oc¢ito Matej nije izgu-
bio u prvom potezu. Nakon sto Jakov odigra
svoj potez, komad preostale ¢okolade mogao
je ostati i odmah nakon Matejeva poteza jer ¢e
doniji desni kvadrati¢ biti pojeden bez obzira
na to koji kvadrati¢ izabrali. Stoga je Jakov u
gubitni¢koj poziciji, no to je nemoguce jer ba-
rem jedan igra¢ mora pobijediti u igri. Dakle,
Matej uvijek ima pobjednicku strategiju.
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