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Vise raznih rjesenja

jednog zadatka iz geometrije

Alija Muminagi¢, Frederiksberg, Danska

U spomen dragom prijatelju i kolegi Sefketu Arslanagicu (1942. — 2023.)

U ovom radu dajemo Cetiri rjeSenja sljedec¢eg ge-
ometrijskog zadatka:

Zadatak. Kruznica upisana u trokut ABC
dodiruje stranice AB, BC i CA u to¢kama D,
E i F tako da vrijedi

|AC| - |BC| =2-|AD| - |DB.
Odredi veli¢inu kuta JACB.

Rjesenje 1.

Neka je x = |[BD| = |BE|, y = |CE| = |CF],
z = |AF| = |AD|. Ove jednakosti slijede iz slje-
decih sukladnosti:
ABDU = ABEU, ACEU = ACFU,
ANADU = NAFU.

Stoga (vidi sliku 1) vrijedi:

|AB| =c=x+z, |BC|=a=x+y,

|AC|=b=z+y.
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Slika 1.

Uvjet iz zadatka glasi
a-b=2-z-x < (x+y)(z+y) =2z
— ¥+ (x+z2)y—xz=0
— Y 4+ey—xz=0
i rjieSenje ove kvadratne jednadzbe je
_ —c+ Vel 44z —c+ Ve 4 2ab
B 2 B 2 '
(Zasto je samo znak + ispred korijena?)

Sada imamo:

a+b+c=x+y+z+y+x+z
=2(x+2z)+2y=2c+2y

=2c—c+\c?+2ab
—a+b=+/c*+2ab
<= a* +2ab+b* = c* + 2ab
=+ b=

i prema obratu Pitagorina poucCka slijedi da je
JACB = 90°. [ |

Rjesenje 2.
Sa slike 1 vidimo da za opseg trokuta ABC (0z-
nacen s 2s) vrijedi
2s =2x + 2y + 2z.
Odavde dobivamo

v = BD| = 2(s—(2y+z))

=s—(y+z)=s-0b
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viSe nego u udzbeniku

i sliéno z = |AD| = s — a pa sada uvjet glasi
ba =2(s —a)(s — D).
S druge strane, vrijedi da je

(s—a)s—b)

Y
st— ub

Dokazat ¢emo posliednju jednakost.

1— 2ab — 2ab
a2 Y cosy 2a abcosy

2 2 2 - 2ab
(primijeni kosinusov poucak)

_ 2ab—a®—b*+c*  ? — (a*—2ab+b?)

4ab 4ab
= (a—b)?* (c—a+b)(c+a—Db)
B 4ab N 4ab

(2s —2a)(2s —2b)  (s—a)(s—D)

= == ) t]

4ab ab
sinZ = \li(s—a)(s—b).
2 ab

Konac¢no dobivamo

ba
LY a2
S5 ab

i, % — 45° pajey = 90°.
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Rjesenje 3. Imamo da je |AD| = s —ai |[BD| =

s—bpaije
ab=2(s—a)(s —b)
= ab = 25> — 2(a + b)s + 2ab
<= ab=2s(a+b—ys)
1
<:>ab:25~§(a+b—c)
< ab=s(a+b—rc).

Iz formule za povrsinu trokuta ABC:
P L b si
= —absin
) Y

izrazimo ab i uvrstimo u gornju jednakost:

2P
siny

=s-(a+b—c),
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azbog P = rs, dalje vrijedi

2.7
r S:s~(2s72c)
siny
. r
siny = .

s—c

U pravokutnom trokutu UEC (vidi sliku 1) je
y |UE| r

2 |EC] s—c

Dakle,
. Y
= to —
siny g2
.Y
sin —
2singcosg: %,
cosz
2y _ 1
cos =5
Yy =90°.

RjesSenje 4. Pogledajmo sliku 1. Odredimo razliku
|AC| — |BC| = |AF| + |FC| — (|CE| + |EB|)
= |AF| + |FC| — |CE| — |EB|
<= |AC|— |BC| = |AD| — |BD|.
Kvadriranjem posljednje jednakosti dobivamo:
|AC|* — 2|AC| - |BC| + |BC|?
= |AD|* — 2|AD| - |BD| + |BD|?

pa je dalje zbog uvjeta zadatka

|AC| - |BC| =2 - |AD| - |DB|

|AC|* — 4|AD| - |DB| + |BC|?
= |AD|* — 2|AD| - |BD| + |BD|?
<= |AC|* + |BC|?
= |AD|> +2 - |AD| - |BD| + |BDJ?
<= |AC|* 4 |BC|* = (|AD| + |BD|)?
<« |AC|* 4 |BC|* = |ABJ?,
jer je |AD| + |BD| = |AB.

Zato je prema obratu Pitagorina poucka y = 90°.
|

broj 120 / godina 24. / lipanj 2023.





