Funkcija f(x) = |x|

Branimir Daki¢, Zagreb

Odredivanje glavne mjere kuta jedan je
od prvih zadataka s kojim se susreCemo pri
uvodu u Trigonometriju *

Ako je o' neka mjera kuta, njegova je
glavhamjera o jednaka
al

_ I_ T . (¢]
o=o {%OJ 360°.

U tome zapisu imamo jednu jednostav-
nu realnu funkciju u oznaci f(x) = [x], koju
zovemo najvete cijelo od X, ili najveti cje-
lobrojni dio? broja x.

Kako definiramo funkciju f(x) = |x]?

Svaki realni broj x mozemo zapisati u
oblikux = a+t, gdjejeacijeli broj, at broj
izintervala[0, 1). Broj a oznaCavamo sa |X|
i zovemo najvete cijelo® od x.

Tako je primjerice: {%J =4, jerje

155 .. .
— =4.69 =4+ 0.69;
3 69 + 0.69;

1 B. Daki¢, N. Elezovi¢, Trigonometrija, Element 1998.
2 engl. floor — dno, pod

|w| =3+ 0.14159...] = 3;
|—9.203| = |[-10+ 0.797] = —10;
|—V111] = —11,

itd.

Broj t, t € [0, 1), zapisujemo sa {x}, i
zovemo decimalni dio broja x.

Dakleje

x=|x] +{x}, xeR.

Na dvjema prethodnim slikama prikazani su
grafovi ovih dviju funkcija, f(x) = [X] i
Fx) = {x}.

S. 1. Graf funkcije f(X) = |X|

3 Oznaka za funkciju najvece cijelo ranije je bila [x]. No nova oznaka |x| omogucila je zapisivanje dualne funkcije najmanje
cijelo, engl. ceiling — strop za koju se prirodno uvela oznaka [x].
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S. 2. Graf funkcije f(X) = {x}

Funkcija najvece cijelo x ima niz svoj-
stava, a mi navodimo nekoliko onih koja su
oCita

1 [x+n] =|x|+n zane Z,

2. |x+y| > |x|+|y], zasvex, yeZ;

3. {MJ = FJ ,zasven e N,x € R.

n n

4. Akoje x| = |y|, tadaje|x —y| < 1.

Ovafunkcijaprimjenjuje seuraznim za
dacima matematicke analize, algebre, teorije
brojeva, kombinatorike, teorije vjerojatnosti
itd. Na nju ¢emo naiéi i u udzbenicima za
gimnazije“.

* * *

Uz ovg) prikaz evo sada nekoliko prim-
jerakaji bi trebali doprinijeti boljem razumi-
jevanju funkcije f(x) = | x| u srednjoj 3kali.

Primjer 1. Pojam karakteristika loga-
ritma zbog odredivanja logaritama pozitiv-
nih realnih brojeva pomotu raCunala gotovo
je potpuno i5¢eznuo iz naSe srednje 3kole.
Tq je pojam za razumijevanje logaritamske
funkcije sigurno vazan i zasluzuje vetu po-
zornost nego mnogi zadaci kojima se bavimo
uz obradu ove teme.

Cinjenicu daza sve brojeve x, zakoje je
10" < x < 10™? vrijedi n < logx < n+ 1,
odnosno dajecijeli broj nkarakteristikaloga-
ritama svih brojeva x iz navedenog intervala,
mozemo zapisati kao [logx]| = n.

| obrnuto, ako je primjerice |log, X| =
3, topovlati 8 < x < 16.

Primjer 2. Rijesiti jednadzbu

{x;l - gJJ = logx.
-
Ly

| tada, ako je {g} > —, imamo jed-
nadzbu logx = 0, tejex; = 1.

N

Akojepak 0 < {g} < %,ondaimamo

jednadzbu logx = —1i riedenje % = .
<

k * k
Na 8kolskom natjecanju u |. gimnaziji u
Zagrebu ucenicima V. razreda postavljen je
i ovg] zadatak:

Primjer 3. Odredi prirodno podrucje
definicije funkcije
1
= 7= x —56
gdjejesa | x| oznaten najveti cijeli broj ma-
nji ili jednak realnom broju x.

» Zadatak je neke vrste test razumije-
vanja zapisa jedne nove funkcije. Oekivalo
se rjeSenje zadatka manjeg broja natjecatelja,
ali se pokazalo kako je tg zadatak ucCenici-
ma jednostavno prelagan i gotovo su ga svi
rijesili.

Evo i rjesenjac iz |x]? — |x| — 56 =
(IX] + 7)(|x] — 8) = 0 dijedi |x] = -7
ili [x] = 8, odnosno, x € [-7,—6) ili
X € [8,9), te je podrucje definicije funk-
cije f skup reanih brojeva R bez intervala
[—-7,—6)i[8,9). =

4 Primjerice zadaci 3.103, 3.104, 3.105. i 3.106., u knjizi B. Daki¢, Zbirka zadataka za 1. razred gimnazije, Element, 1996., te
zadaci 4.2.,5.37.,5.58., 5.211., u B. Daki¢, N. Elezovi¢, Zbirka zadataka za | V. razred gimnazje, Element 1995.
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Primjer 4. Koliko imaprirodnih broje-
vamanjih od 1001 koji su djeljivi ili sa3ili
sa5?

1001
» Imamo 3

1001 djeljivih sa 3, {%OlJ djejivih sa5, te
{&OlJ dieljivihi sa3i sab.

15
Zbog togaje ukupno {&MJ + {%OlJ

3
— %J = 333+ 200 — 66 = 467 brojeva
manjih od 1001 koji su djeljivi ili sa 3, ili sa
5 <

brojeva manjih od

Primjer 5. Skoliko nula zavrsava broj
33317

» Valjaodrediti najvetu potenciju bro-
jalOkojimjedjeljiv broj 333!. No10 = 2.5,
paje dovoljno nati potenciju od 5 utom um-
nodku (faktor 2jeucestaliji). Jerje333 < 5,
imamo

333 333 333
| || || e+
=81,

pa zakljucujemo kako broj 333! zavrSavas81
nulom. «

¥ x

Zgodno je rjeSavati i neke jednostavnije
jednadzbe s funkcijom |x]. RjeSavanje ta-
kvih jednadzbi vrlo je sadrzajno, o ¢emo
odmah i potkrijepiti primjerima.

Primjer 6. RijeS jednadzbu:

2X+1 _5x—3
3 4

, . X — .
» Uvest Cemo zamjenu =1,iz
koje dlijedi x = 4tT+3, te tako dobivamo
. 8t + 11
ednadzb _
jednadzbu { i J
@ 1, 1999

Pritom za cijeli broj t morabiti ispunjen
sustav nejednadzbi
8t+11

15
.. 4 11 -
jedi —= <t< 7,odnosnot =0ilit=1

t < < t+ 1. Iz tog sustava dli-

Prvi od ova dva sluCgja daje x; = g drugi

Xp = z To su ujedno sva rjeSenja zadane
jednadzbe. <«

Primjer 7. RijeS jednadzbu
X+ 2
IX—1] = { 5 J .

» Ovu jednadzbu je vrlo jednostavno

rijeSiti graficki. Nacrtamo grafove funkci-

ja f00 = -1 1900 = |52

B

-t

— [ W

9.3

Graf prve je graf funkcije |x| trandati-
ranusmjerux osi zal. Graf drugeje stubiste
sa stubom duljine 2, od kojih je ona nulta in-
terval [—2, 0).

Ta se dva grafa preklapaju nad interva-
lom [3, 5) te svaki broj iz tog intervala zado-
voljava zadanu jednadzbu. <«

Primjer 8. Prikazi graficki skup toCaka

T(x,y) ravnine zakoje je

X = Lyl
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» Danom jednadZbom odreden je skup
toCaka za Cije koordinate X i y vrijedi

nN<x<n+1l n<y<n+1

gdjejencijeli broj. Natag nacin dobije seje-
dan beskona€an niz kvadrata, koji su odozdo

i slijeva zatvoreni aodozgo i zdesna otvoreni.
<

VvV

SIS

S. 4.

Primijetimo kako se iz ovog posljednjeg
rjedenja zorno uoCava svojstvo 4.

* * *

Zanimljivo je kako se primjenom funk-
cije | x| iz relativno jednostavnih jednadzbi
mogu dobiti lijepe i nimalo jednostavne dli-
Cice.

Tako je primjerice jednadzbom

(b2l - (bl =

zadan skup kruznica sa sredistima u cjelob-
rojnim tockamai polumjeromr = %1.

Sto e se promijeniti ako s desne strane
jednakosti umjesto 1k stavimo = °?

Nadlici 5. prikazan je jedan lijep orna-
ment. Njegov osnovni element E, (istaknut u
sredidnjem dijelu slike, sasrediStem simetrije
uishodistu) graficki je prikaz relacije

(- [52) 6 3] -

NN
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S.5.

Trandacijama tog osnovnog elementa
duz osi x dobit €éemo ukrasnu traku koju opi-
suje jednadzba

(2 [5)
- ) -

A trangdlacije te ukrasne trake u smjeru osi y
dat e oslikanu cijelu ravninu.
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| nakraju, navodimo joS dva jednostav-
nija zadatka:

Zadatak. Prikazite graficki skup toCa-
karavnine koji je odreden jednadZbama:

2
1. (x—Z{—leJ) +y?=1;

X+1
2.y_‘x—2{ > H

5 Vidjeti B. Daki¢, N. Elezovi¢, Analiticka geometrija, str.171., Element; Zagreb, 1998.
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