Iz rjecnika metodike

Analiza

Zdravko Kurnik

Pojam analiza ima u matematici razli-
¢ita znacenja. Mi ¢emo razmatrati taj pojam
u njegovom prvobitnom znacenju: analiza
je osnovna znanstvena metoda istraZivanja.
Njezina suprotnost je sinteza. Sve osnov-
ne metode znanstvenog istraZivanja dolaze
u parovima: analiza i sinteza, apstrakcija i
konkretizacija, generalizacija i specijaliza-
cija, indukcija i dedukcija. lako se analiza
i sinteza bitno razlikuju po nacelu pristupa
problemu, prakticki su nedjeljive jedna od

U clanku ¢e se ipak, §to zbog samog
njegovog naslova, Sto zbog velikog doprino-
sa analize razvoju stvaralackog misljenja, pr-
venstveno isticati njezine znacajke. Mozda
ée se zato pri ¢itanju ¢lanka obrada problema
¢initi nepotpunom. To je rezultat svjesnog iz-
bora: teZiste staviti na ideje i otkrivanje, a ne
na samo provodenje. Citatelji ée na temelju
analize s lako¢om provesti sintezu u svakom
pojedinom primjeru i tako upotpuniti obradu.

druge, nadopunjuju se i ¢ine jedinstvenu tzv.
analiti¢ko-sinteticku metodu.

KRATKI POVIJESNI PREGLED

Pocetke analize i sinteze treba potraziti u staroj Grckoj. Stari Grei su svoja prva matematicka
saznanja preuzeli od Egipéana. Tijekom vremena skupili su veliko znanje i razvili istraZivacke
metode, pa su oni primjenom tih metoda u punom smislu rije¢i matematiku razvili kao znanost.
Analiza i sinteza su najranije otkrivene i primjenjivane metode znanstvenog mi$ljenja i spoznavanja.
Ti pojmovi razvijali su se u staroj Grckoj na geometrijskim problemima. Geometrijski se problem
rjeSava geometrijskom konstrukcijom. Polazi se od zadanih veli¢ina i preko uvjeta dobivaju traZene
veli¢ine. Zatim slijedi dokaz konstrukcije. Taj je postupak sinteti¢ki, a sama konstrukcija predstavlja
sintezu. Grcei nisu opisivali kako su dosli do konstrukcije, ali se moZe pretpostaviti da su u sloZenijim
slucajevima zacijelo najprije morali ispitati odnos zadanih i traZenih veli¢ina da bi mogli otkriti nacin
izvodenja konstrukcije. Morali su, dakle, najprije analizirati problem.

Pojam analize pojavio se u grckoj filozofiji. Platon (oko 429. — oko 348.) se u svojim djelima
sluzi analizom, Eudokso (oko 408. — oko 355.), za ¢ije je matematicko ucenje karakteristi¢na strogost
u dokazivanju, primjenjuje analizu u nekoliko opc¢ih teorema, a Aristotel (384. — 322.) raspravlja
o analizi u svojim djelima “Analitica priora” i “Analitica posteriora”. On je zasnovao logiku kao
znanost i bez sumnje utjecao da se logi¢ko zakljuivanje i ras¢lanjivanje prenese i u matematiku.
Euklid (oko 330. - 0ko 275.), jedan od najvecih starogrckih matematicara, pod utjecajem je Aristotela
u znanstvenom misljenju. Njegovo glavno djelo “Elementi” u 13 knjiga sinteticka je rasprava. U
njemu manjka analiza, ali je reductio ad absurdum — svodenje na apsurd, omiljena Euklidova metoda
dokazivanja, zapravo jedna vrsta analize. Osim toga, on je napisao i posebno djelo “Data” u kojemu
za iste probleme opisuje i analizu.
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Otada se u grckoj geometriji sve viSe opisuje i analiza problema, iako sinteza jo$ uvijek ima
prednost. Sli¢no je postupao i Apolonije (oko 260. — 170.), zvan “veliki geometar”. Pri rjeSavanju
problema preteZzno je primjenjivao sintezu, ali se u nekim njegovim djelima moZe nadi i analiza
problema. Arhimed (287. — 212.), najveci starogrcki matematic¢ar, u mnogim radovima razdvaja
analizu i sintezu. Zapocinje s analizom problema, a zavrSava s konstrukcijom, tj. sintezom. Papus
(3. — 4. st.) razmatra analizu i sintezu teorijski i na taj nacin uvodi u matematiku ravnopravno
oba postupka. Za povijest matematike vazno je njegovo djelo “Collectiones” u 8 knjiga u kojem je
sustavno izloZio i komentirao znacajna otkrica svojih prethodnika. Posebno je vaZzna VII. knjiga, jer
je unjoj dao pregled djela starogr¢kih matematicara koja ¢ine tzv. “Riznicu analize”, zbirku rasprava
koja pruZza glavninu ucenja potrebnog profesionalnom matematicaru za rjeSavanje problema koji
iskrsavaju u geometriji.

Papus pocinje s definicijama analize i sinteze:

“Analiza uzima ono Sto se trazi kao da je ve¢ nadeno i polazi od toga preko uzastopnih
posljedica do necega Sto se uzima kao pocetak sinteze; jer u analizi uzimamo da je ono $to se trazi
ve¢ ucinjeno, i mi se pitamo $to je to ¢ija je to posljedica, i opet Sto je prethodni uzrok posljednjeg, i
tako dalje, dok, idud¢i naSim koracima unatrag, ne naidemo na nesto $to je ve¢ poznato ili Sto pripada
klasi prvih nacela, i takvu metodu mi zovemo analizom kao rjeSavanje unatrag.

Sinteza je obrnut proces, u njoj uzimamo kao ucinjeno to $to je u analizi bilo posljednje dostig-
nuto i, sredujuci u njihovom prirodnom poretku kao posljedice ono $to su prije bile pretpostavke, i
spajajudi ih redom jednu s drugom, konacno dolazimo do konstrukcije onoga $to je bilo trazeno; i to
mi zovemo sintezom.”

Radi potpunosti potrebno je dodati da svaki korak u nizu izvodenja u analizi mora biti bezuvjetno
obratljiv.

Papus dalje govori o primjeni analize u teoremima i problemima.

(1) Pretpostavljamo da je odredeni teorem istinit i ako
(a) kona¢no dodemo do necega Sto je ocito istinito, teorem je istinit,
(b) dodemo do necega §to je ocito neistinito, teorem je neistinit.

(2) Pretpostavljamo da je odredeni problem rijeSen i ako
(a) kona¢no dodemo do necega Sto je ocito moguce, problem je moguc,
(b) dodemo do necega §to je ocito nemoguce, problem je nemogud.

Kratki povijesni pregled zavrsavamo navodenjem doprinosa razvoju pojmova analize i sinteze
dvaju francuskih matematicara. F. Viete (1540. — 1603.) je uveo opcée brojeve i preinacio grcku
geometrijsku analizu i sintezu provodedi ih algebarski. R. Descartes (1596. — 1650.) u svojem djelu
“Logika” detaljno je istraZio pojam analize kao oblika misljenja kod kojeg se od posljedice dolazi do
uzroka, a pojam sinteze kao oblika miSljenja kod kojeg se od uzroka dolazi do posljedice.

b

Analiza

lako je Papusova definicija analize ra-
zumljiva i iskazuje bit metode, dat ¢emo joj
nesto suvremeniji opis.

Analiza je znanstvena metoda istraZiva-
nja koja se zasniva na ra$c¢lanjivanju cjeline
na dijelove, proucavanju dijelova i izvode-
nju zakljucaka o cjelini na temelju dobivenih
rezultata. Cjelina u matematici najcesce je
neki problem Ccije rjeSenje trazimo. Anali-
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zom problem svodimo na jednostavnije pro-
bleme i tvrdnje koje su ili ocigledne ili se
jednostavno dokazuju. U procesu rasclanji-
vanja pokuSavaju se dovesti u vezu s proble-
mom ranije dokazane ¢injenice i po potrebi
izraduje crtez, $to sve moZe ubrzati otkriva-
nje puta njegova rjeSavanja. Analiza obi¢no
zavrSava u onom trenutku kada je uspostav-
ljena veza izmedu postavljenog problema i
poznatih ¢injenica.

Razliciti opisi analize: analiza je me-
toda istraZivanja kod koje se od posljedica
dolazi do uzroka, analiza je pronalaZenje,
analiza je stvaranje plana, analiza je metoda
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rjeSavanja unatrag, analiza je izvodenje od
kraja k pocetku, analiza je regresivno zaklju-
civanje.

U daljim razmatranjima opisat ¢emo pri-
mjenu analize u nekoliko podrucja Skolske

matematike.

Algebarske nejednakosti

Zadaci o nejednakostima Cesto se pojav-
ljuju na matematickim natjecanjima. I zbirke
zadataka iz elementarne matematike sadrze
posebna poglavlja o nejednakostima. Dokazi
koji se u njima daju pretezno su kratki, saze-
ti, a nisu rijetki ni dokazi koji se zasnivaju na
oStroumnosti i domisljatosti. lako se i iz tak-
vih dokaza moZe mnogo nauciti, opravdana
je zamjerka Sto im je glavni cilj neposredna
potvrda postavljene konkretne tvrdnje, dok je
zapostavljena metodicka strana dokaza, od-
nosno objasnjenje i razrada postupka koji bi
se mogao primijeniti i u drugim sli¢nim slu-
¢ajevima. A podrucje nejednakosti vrlo je
pogodno za uspjes$nu primjenu analize, jer se
ovdje istrazivanje moZze odmah usmjeriti na
pravi put koji u veéini slucajeva brzo daje
pozitivne rezultate.

Postoje razliciti nacini dokazivanja alge-
barskih nejednakosti. U tri slucaja analiza je
kratka ili gotovo nepotrebna:

1. ako je nacin dokazivanja oc¢igledan, lako
uocljiv, prirodan i sam se namece,

2. ako se vidi moguénost primjene pozna-
tih posebnih nejednakosti i

3. ako je moguca primjena metode mate-
maticke indukcije.

Tada se odmah mozZe prijeéi na sintezu, tj.
dokazivanje. Nas ¢e viSe zanimati one al-
gebarske nejednakosti kod kojih sve to nije
vidljivo, pa je potrebna dublja analiza da bi
se doslo do nacina njihovog dokazivanja. U
tim slucajevima analiza se provodi ovako:
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Kao polazni korak sluZi zadana nejed-
nakost Ny. Ta nejednakost nastoji se trans-
formacijama prevesti u $to jednostavnije ne-
jednakosti Ni, Nj,..., Ni—1, Ni, a cilj je
da krajnja nejednakost Ny bude ocigledna.
Transformacije koje se pri tome najcesce pri-
mjenjuju su:

— mnozenje nejednakosti zajednickim na-
zivnikom,

— prenoSenje ¢lanova na istu stranu,

— mnozZenje zagrada,

— drukcije grupiranje ¢lanova,

— izlucivanje zajednickih faktora,

a ponekad su korisne i supstitucije, koje mo-

gu voditi do znatnih pojednostavnjenja. Ako

smo nejednakost sveli na oblik > 0, o¢igled-

nost krajnje nejednakosti Ny postiZe se tako

da se lijeva strana nejednakosti prikaze kao

zbroj pozitivnih ¢lanova, $to se opet najcesce

postize kvadratima. Na taj nacin dobiva se

niz istinitih implikacija

Ny — N — ... — N1 — Ny

Time nismo dokazali valjanost polazne ne-
jednakosti Ny, ali smo izvodenjem “od kraja
prema pocetku” otkrili pocetni korak doka-
za, oCiglednu nejednakost N;. Sada se sin-
teza, odnosno dokazivanje nejednakosti jed-
nostavno provodi. Dovoljno je samo ispitati
mogu li se sve promatrane implikacije obr-
nuti.

Razmotrimo nekoliko primjera. Poci-
njemo s jednostavnijim primjerom iz nase
Skolske prakse.

Primjer 1. Dokazimo tvrdnju: ako su
x, y realni brojevi takvidajex > 0,y > 01
x +y =1, onda vrijedi nejednakost

(1+%)<1+§)29. (1)

» Analiza. Nije teSko uociti transfor-
macije koje se primjenjuju u nizu implika-
cija, pa ih eksplicite ne navodimo. Imamo
redom

() d) =0
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xy+x+y+12>9xy
1—4xy >0

1 —4x(1—x)>0
4x —4x+1>0
(2x—1)?>0.

FEELL

Ociglednom nejednakos¢u zavrSeno je
izvodenje “od kraja k pocetku”. Zadnja ne-
jednakost pocetni je korak dokaza.

Komentar. U zbirci zadataka za I. razred
srednjih §kola dokaz nejednakosti (1) je prili-
¢no nespretno izveden. Zahvaljujuéi analizi
dokaz moZze biti kratak i jasan. Primjecujete
li da nam je analiza omogucila i odgovor na
pitanje kada vrijedi jednakost? <«

Primjer 2. Dokazimo da za pozitivne
realne brojeve a, b, ¢ vrijedi nejednakost

ab  bc ca
—+—+—2>a+b+c (1)
c a b

» Analiza. Na nejednakost (1) pri-

mijenit ¢emo najprije sljedece transformaci-
je: mnoZenje zajedni¢kim nazivnikom lijeve
strane, prenoSenje ¢lanova na lijevu stranu,
izlu¢ivanje zajednic¢kih faktora. Imamo re-
dom
a*b* + b*? + Ad?
> a*be + b*ca + czab, (2)
@b + b*c? + Fa—
— a’be — b*ca — ¢*ab > 0,
(3)
a*(b* + ¢* — be) + b*(c* — ca)—
— c%ab > 0. 4)
Ovo je kriticno mjesto. Izlucivanje iz-
gleda beskorisno, ali nije. Kad bi u prvoj
zagradi stajalo —2bc, tada bi prvi pribrojnik
bio nenegativan, a slican oblik poZeljan je i za
druga dva pribrojnika, pogotovo §to slova a,
b, ¢ ulaze u nejednakost simetri¢no. Znaci,
trebamo ¢lanove —2a?be, —2b%*ca, —2c*ab

itd. To ocigledno mozemo dobiti mnoZenjem
prethodne nejednakosti (3) sa 2. Tek nakon
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mnozenja treba izvrsiti izlu¢ivanje. Rezultat
je nejednakost

a*(b* + ¢ — 2bc) + b*(* + a* — 2ca)+
+ c*(a® + b* — 2ab) > 0, (5)

a ona odmabh prelazi u o¢iglednu nejednakost

@ (b—c)*+b*(c—a)*+c*(a—b)* > 0. (6)

Analiza je gotova. Nejednakost (6) po-
¢etni je korak dokaza.

Komentar. Kraci dokaz dobiva se prim-
jenom nejednakosti koja povezuje aritmetic-
ku u geometrijsku sredinu. Prema toj nejed-
nakosti imamo

a nejednakost (1) direktna je posljedica ovih
nejednakosti. Naslutiti ovakvo ras¢lanjiva-
nje nije jednostavno. To nije poslo za rukom
ni dobrom dijelu uc¢enika I. razreda na repu-
blickom natjecanju 1989. godine. <«

Primjer 3. Ako sua, b, ¢ realni brojevi
koji nisu manji od 1, tada vrijedi nejednakost

Va—1+Vb—1+Ve—1</c(ab+1).
(8)

Dokazimo. Kada vrijedi jednakost?

» Analiza. Na nejednakost (8) primije-
nit ¢emo sljedece transformacije: supstituci-
jua—1 =x,b—1 :yz,c—l = 72 usvrhu
eliminacije korijena na lijevoj strani, kvadri-
ranje u svrhu eliminacije korijena na desnoj
strani, prenoSenje ¢lanova na lijevu stranu i
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mnoZenje zagrada. Imamo redom

x—i—y—i—ZS\/(22+1)((x2+1)(y2+1)+1),
9

(xy+2)2 < (2241 ((P+1) (P +1)+1),
(10)

(x4+y42)> = (41 (FP+1) (3% +1)—

x2y222+x2y2+x222+y222—
— 2xy—2xz—2yz+2>+2>0.
(12)

Dobili smo nejednakost za nenegativne
brojeve x, y, z koja je znatno jednostavnija
od polazne nejednakosti. Sada dolazi ko-
rak drukcijeg grupiranja ¢lanova i pokusaja
nadopunjavanja na potpune kvadrate, na $to
ukazuju oblici pojedinih ¢lanova. Tu se obi-
¢no ne uspijeva od prvog pokusaja, ali broj
mogudénosti nije velik pa se s pravom moze
ocekivati brzo uo¢avanje potrebnog grupira-
nja. Jedna od moguénosti je

(x*y* — 2xy+ 1)
22,22
+ (X" +y 2" +1-2x2—-2y72)
+ X%y + 22 > 0. (13)
Sada je problem samo u drugoj zagra-
di. Medutim, da bi izraz u njoj bio potpuni
kvadrat, potrebno je samo tome izrazu dodati
¢lan 2xyz>. Dodavanjem i oduzimanjem toga
¢lana nejednakost poprima oblik
(x*y? —2xy + 1)
+ (PP 1—2x2—2yz+ 2xy7%)
+ (y*2 + 2% — 2xyZ%) > 0,

(14)
odnosno
(xz—1)?+(xz4+zy—1)?+2%(xy—1)?>0.
(15)

Ovo je ocigledna nejednakost. Jo§ je
potrebno ispitati uvjete uz koje vrijedi jed-
nakost. U (15) to je oCito za xy — 1 = 0
ixz+yz—1 =0, tj. za x>y = 11
2(x* +y* +2) = 1. Time je sve priprem-
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ljeno za dokaz i odgovor na dodatno pitanje.
Analiza je gotova.

Komentar. Nejednakost (8) je sa savez-
nog natjecanja (1989, II. razred). Dokaz koji
je predloZila savezna komisija zasniva se na
sljede¢oj pomoénoj izreci:

Ako je p > 11i¢g > 1, onda je
vp—1++g—1 < \/pq. Jednakost vri-
jedi ako i samo ako je pg = p + q. Me-
dutim, ova je pomoéna izreka ve¢ sama po
sebi ozbiljan dokazni zadatak. Zato ne cudi
$to nijedan od 26 ucenika, ocito zbog slabog
poznavanja analize, nije u potpunosti rijesio
ovaj zadatak.

Napomene.

1) Osim otkrivanja ocigledne nejedna-
kosti kao prvog koraka sinteze, od analize
u podrucju nejednakosti dade se izvuci joS
jedna korist: ako se nastavniku ucini da je
polazna nejednakost tezak zadatak, moze se
za dokazivanje odabrati neka nejednakost iz
niza transformiranih nejednakosti, jer je sva-
ka od njih lakSa od prethodne.

2) Sve §to je receno o primjeni analize u
podrucju nejednakosti, moze se, uz izvjesne
preinake, iskoristiti pri rjeSavanju problema

u podrucju jednakosti. «

Geometrijske konstrukcije

Pri rjeSavanju konstruktivnih zadataka
javlja se niz pitanja vaZnih za njihova pot-
puna rjeSenja. Ona se odnose na pojedine
dijelove konstruktivnog postupka: nalaZenje
svih rjeSenja, broj rjeSenja, izbor danih fi-
gura, veze danih i traZenih veli¢ina, meto-
de, jednostavnost izvodenja i dr. Da bi se
odgovorilo na sva ta pitanja, konstruktivni
postupak i odgovarajuca promisljanja treba
provoditi po nekom utvrdenom redu. Tra-
dicionalno se konstruktivni postupak dijeli u
Cetiri koraka. Ti su koraci:
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1) analiza, 2) konstrukcija,
3) dokaz, 4) rasprava.

Analiza konstruktivnog zadatka je tra-
Zenje nacina rjeSavanja toga zadatka, tj. pro-
ces njegovog svodenja na osnovne konstruk-
cije. U tu svrhu vrlo cesto izraduje se po-
moc¢ni crtez s danim i traZzenim figurama i
ispituju odnosi medu njima. Sve se to mo-
Ze crtati i prostoru¢no. Ponekad se promatra
samo dio crteza da bi se otkrila konstrukci-
ja neke pomocne figure iz koje zatim slije-
di konstrukcija traZzene figure. U analizi se
pored toga koriste poznati planimetrijski te-
oremi i poznata rjeSenja ranije razmatranih
konstruktivnih zadataka.

Analize ima i u Cetvrtom koraku kons-
truktivnog postupka, raspravi, jer nakon sve-
ga treba jo$ odgovoriti na pitanja o0 moguc-
nosti izvodenja konstrukcije na odabrani na-
¢in, o mogucénosti konstrukcije trazene figure
ako se odabrani nacin ne moze primijeniti, o
broju rjesenja za svaki izbor danih veli¢ina, o
broju rjesenja za svaki moguci polozaj danih
figura i dr.

Primjer 4. Konstruirajmo kvadrat ko-
jemu je zadan zbroj a + d duljina a stranice
i d dijagonale.

» Analiza. Neka je ABCD traZeni kva-
drat kojemu je duljina stranice a, a duljina
dijagonale d. Da bismo otkrili konstrukciju
ovog kvadrata, crtez treba nadopuniti tako da
se na njemu pojavi pomoc¢na figura u kojoj je
jedan element duZzina zadane duljine a + d.
To je mogude uciniti na dva prirodna nacina:
produZzivanjem dijagonale ili produZivanjem
stranice.

1) Produzimo dijagonalu AB za duZinu
CE duljine a. Promatrajmo trokute BCE i
ABE. Trokut BCE je ocito jednakokracan
i kutovi su mu 135°, 22.5°, 22.5°. Trokut
ABE ima s kvadratom zajedni¢ku stranicu
AB i dade se konstruirati, jer mu je poznato:
|AE| = a+d, 4BAE = 45°, JAEB = 22.5°.
Dakle, u tom trokutu jedna stranica ima za-
danu duljinu @ + d, pa je taj trokut pomocna
figura koja omogucuje konstrukciju kvadrata
ABCD.

2) ProduZimo stranicu AB za duzinu AF
duljine d. Promatrajmo trokute ACF i BCF.
Trokut ACF je ocito jednakokracan i kuto-
vi su mu 135°, 22.5°, 22.5°. Trokut BCF
je pravokutan, ima s kvadratom zajednicku
stranicu BC i dade se konstruirati, jer mu je
poznato: |BF| = a + d, 4BFC = 22.5°.
Sada je taj trokut pomocna figura koja omo-
gucuje konstrukciju kvadrata ABCD.

Komentar. Drugi nacin produZivanja je
bolji, jer je odabrana pomoc¢na figura pravo-
kutni trokut. On se konstruira brZze, a time
i trazeni kvadrat. Lako se vidi da zadatak
uvijek ima jedno rjeSenje. <«

Primjer 5. Konstruirajmo trokut ABC
kojemu su zadane duljine a i ¢ dviju njegovih
stranica i duljina v, visine iz vrha C.

» Analiza. Najprije se lako konstruira
stranica AB duljine ¢, a samim time i prva
dva vrha A i B traZzenog trokuta. Za tre¢i vrh
C uoc¢avamo da mora zadovoljavati ova dva
uvjeta:

1) tocka C mora biti udaljena od tocke B za

duljinu a,

2) tocka C mora biti udaljena od pravca AB
za duljinu v,.

Kako konstruirati vrth C? Za konstrukci-
ju tocke koja zadovoljava dva uvjeta postoji
u teoriji posebna metoda rjeSavanja. Naime,
takav zadatak konstruiranja razlaZe se na dva
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jednostavnija neodredena zadatka, promatra-
judi odvojeno prvi i drugi uvjet. Nije teSko
vidjeti da u naSem slucaju sve tocke koje za-
dovoljavaju samo prvi uvjet tvore kruZnicu
k(B,a) sa srediStem u tocki B polumjera a,
a sve tocke koje zadovoljavaju samo drugi
uvjet tvore dva pravca p; i p» koji su para-
lelni s pravcem AB i od njega udaljeni za v..
Sada nije teSko opisati konstrukciju tocke C.
Ona se mora nalaziti na kruZnici k i pravcu
p1 ili pravcu p;, tj. ona moze biti bilo koji
element presjeka k N py, kN py. Prema to-
me, konstrukcija vrha C izvodi se primjenom
metode presjeka.

Komentar. Prema analizi vidimo da ovaj
konstruktivni zadatak moZe imati najvise 4
rjesenja. Citava rasprava o broju rjeSenja ba-
zira se na neposrednom odnosu veli¢ina b i
Ve,

Primjer 6. Razdijelimo danu duZinu
AB to¢kom Z na dva dijela, tako da se ¢itava
duzina odnosi prema vecem dijelu kao veci
dio prema manjem dijelu (zlatni presjek).

» Analiza. TeSko da bismo uza sva nas-
tojanja pronasli geometrijsku metodu rjesa-
vanja ovog konstruktivnog zadatka. Ni po-
mocéni crteZ ovdje nije od velike koristi. Sto
nam, dakle, preostaje? Posljednje sredstvo
u takvim sluc¢ajevima je primjena Descarte-
sove metode, odnosno algebarske metode
rjeSavanja konstruktivnih zadataka. Kao
$to znamo (v. [4], [5]), ideja je da se jed-
na nepoznata veli¢ina izrazi pomocu zadanih
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veli¢ina i dobiveni izraz konstruira. U na-
Sem slu¢aju poznata je duljina duZine AB, a
nepoznate su udaljenosti tocke Z od njezinih
krajeva A i B. Neka su te veli¢ine redom d, u,
v (u > v). Tada iz jednakostia : u = u : v,
u + v = a nalazimo za kvadratnu jednadZbu
u?> + au — a*> = 0. Umijesto rjeSavanja dobi-
vene kvadratne jednadzbe po u, svodimo je
na sljedeci oblik:

(1+3) =+ (5)"

Prepoznajemo Pitagorinu relaciju! Sada se
konstrukcija veli¢ine u pomocu te relacije iz-
vodi vrlo jednostavno. I to na jedinstven
nacin.

Napomena. Na temelju kratkog prika-
za analize u geometrijskim konstrukcijama
lako se moZe izvesti zakljucak da su one vr-
lo pogodne za razvoj logi¢kog i stvaralackog

misljenja ucenika. <«

Jednadzbe

Rjesavanje jednadzbi ubraja se u najces-
¢e postupke u nastavi matematike. U nestan-
dardnim zadacima obi¢no postoji vise naci-
na rjeSavanja. Traziti od ucenika da odmah
odabere pravilan i najbolji nacin rjesavanja
metodicki je pogresno. TraZenje puta rjesSa-
vanja, analiza, najvredniji je dio spoznaje i
sloZzen misaoni proces, drukciji kod svakog
pojedinog ucenika. Razmotrimo par nestan-
dardnih jednadzbi.

Primjer 7. RijeSimo jednadZzbu
3 n 1 n 4 N 4
x x—1 x-2 x-3
1 3

x—4+x—5

+

=0. (1)

» Analiza. Kod jednadzbi ovog oblika
prva ideja koja se javlja jest da se jednadz-
ba pomnozi zajednickim nazivnikom i sredi

v
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po potencijama nepoznanice x. Kad bismo
to ucinili, dobili bismo nakon zamornog sre-
divanja jednadZbu petog stupnja Cije bi ispi-
tivanje predstavljalo prili¢no teZak problem.
PotraZimo drugu ideju. Nju nalazimo u si-
metriji brojnika i izvjesnoj pravilnosti naziv-
nika. ZadrZimo se na nazivnicima razlomaka
jednakih brojnika. Uocavamo da su njihovi
umnosci x(x—35) = x> —5x, (x— 1) (x—2) =
¥ —5x+4,(x—2)(x—3) =x>—5x+6ida
svi oni imaju zajednicki dio x> — 5x. To pruza
dobru priliku uspjesnog rjesavanja. Izvrs§imo
najprije grupiranje uocenih razlomaka

<3+ 3 )+< 1 n 1 )
x x-5 x—1 x—4

+(4+4)
x—2 x-=3/

zatim sredivanje

2x—5 2x —5
x2—5x+x2—5x+4
2x—-5
X2 —5x+6

Vidimo da se jednadZba moze razloziti
na dvije jednadzbe

2x—5=0, (2)
3 1 4
x2—5x +x2—5x+4 +x2—5x—|—6
Prvajednadzba je linearnailako se rjesa-
va. Drugu jednadZzbu svodimo supstitucijom
x?> — 5x = y na oblik
3 1 4
y+y+4+y+6 =0
odnosno

=0. (3)

2y 4+ 13y + 18 = 0. (4)

Na taj nacin smo odredivanje nepoznate
veli€ine x iz polazne jednadZzbe (3) zamije-
nili odredivanjem nove nepoznate veli¢ine y
iz kvadratne jednadzbe (4). Ako su y; iy,
njezina rjeSenja, onda se veli¢ina x odreduje
iz para kvadratnih jednadzbi x> — 5x = yi,
x?> — 5x = y;. Tako je metoda supstituci-
je omogucila redukciju i pojednostavnjenje
ovog odredbenog zadatka, a analiza pripre-
mila odredivanje traZene veliine. <«

v
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U prethodnom primjeru izbjegli smo rje-
Savanje jednadZbe petog stupnja, jer se ona
zbog svog oblika odmah mogla reducirati na
jednostavnije jednadZzbe. I rjeSavanje opcih
jednadzbi Cetvrtog stupnja izlazi iz okvira
Skolske matematike. No, neke posebne jed-
nadzbe cetvrtog stupnja, kao na primjer bi-
kvadratna i simetri¢na, daju se rijesiti Skols-
kim sredstvima. U sljede¢em primjeru obra-
dit ¢emo jos jedan takav slucaj.

Primjer 8. Odredimo sva rjesenja jed-
nadzbi

(x=3)*+@x-2)*=17,

14 3\4
(x=3) +(x+3) =82 ©
(x — 7)* + (x + 3)* = 2500.

» Analiza. JednadzZbe su sli¢ne pa se
moZe ocekivati da se i rjeSavaju na sli¢an na-
¢in. Ali pokazuje se da postoje i stanovite
razlike. Razmotrit ¢emo ih paralelno.

1) Prva ideja koja se prirodno namece je
potenciranje zagrada i sredivanje po potenci-
jama nepoznanice x. Dobivamo

x* —10x + 39x% — 70x + 40 = 0,
16x* + 32x% + 120x% + 104x — 615 = 0,
X8 + 1742 —632x—9=0. (6)

Rjesavanje jednadZbe Cetvrtog stupnja s cje-
lobrojnim koeficijentima moze poceti ispiti-
vanjem racionalnih rjeSenja primjenom os-
novnog teorema. Racionalna rjeSenja prve
jednadzbe otkrivaju se lako (1 i 4), druge
jednadzbe znatno teze (%, — %), a treca jed-
nadZzba nema racionalnih rjesenja.

2) Drugi nacin rjeSavanja je primjena
metode neodredenih koeficijenata. Lijeva
strana svake jednadZbe napiSe se u obliku
umnosSka kvadratnih polinoma s neodrede-
nim koeficijentima, izjednace koeficijenti, a
onda rjeSava sustav jednadzbi. Ponekad ide
lako, ali moZe nastupiti i sloZenija situaci-
ja,kao Sto se to dogada u slucaju trece jed-
nadzbe.
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3) Razmotrimo sada jednu ideju koja
omoguduje brzo rjeSavanje svih triju nasih
jednadzbi. Opéi oblik navedenih jednadZzbi
detvrtog stupnja je ocito

(x—a)*+ (x—b)*=c. (7)
Zanimljiv je poseban slucaj
(x=p)*+ (@ +p)", (8)

jer se jednadzba nakon potenciranja svodi na
bikvadratnu jednadZzbu

w1202+ 202 —c=0.  (9)
Prijelaz sa (7) na (8) postiZe se sups-

titucijomx —a =y—p,x—b =y+pi
b—a

odredivanjem veli¢ine p, p = , aonda

se promatra jednadzba (9) za nepoznanicu y.
Druga supstitucija y? = z prevodi bikvadrat-
nu jednadzbu (9) u kvadratnu jednadZzbu za
nepoznicu z. Nakon dvije supstitucije prob-
lem je sveden na rjeSavanje poznatih, kvad-
ratnih jednadzbi. Analiza je gotova.

U slucaju nasih konkretnih jednadzbi (5)
veli¢ina p poprima redom sljedece vrijednos-

ti: 7 1, 5. Daljnje rjeSavanje teCe prema
opisanom opéem postupku. =

Primjer 9. Rijesimo u skupu prirodnih
brojeva jednadZbu
17(xyzt + xy + xt + zt + 1)
—S4(yzt+y+1)=0. (10)

» Analiza. Naprvi pogled jednadzba je
vrlo slozena. Medutim, ona se moZe pisati u
obliku

17x(yzt+y+1)+ 17(zt + 1)
—S4(yzt+y+1)=0
ili
(54— 17x)(yzt +y+1) = 17(zt + 1). (11)

Sada nije teSko zakljuciti da mora biti
x < 3. Dalje primjenjujemo metodu razli-
kovanja slucajeva.
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1) x = 1. U ovom slu¢aju imamo jed-
nadzbu 37(yzt+y+t) = 17(zt+ 1), odnosno
37t = (17 — 37y)(zt + 1).

2) x = 2. U ovom sluc¢aju imamo jed-
nadzbu 20(yzt+y+t) = 17(zt+ 1), odnosno
20t = (17 — 20y)(zt + 1).

3) x = 3. U ovom sluc¢aju imamo jed-
nadzbu 3(yzt+y+1t) = 17(z¢+ 1), odnosno
3t = (17 = 3y)(zt + 1).

U sva tri sluc¢aja dosli smo do jednadZbe
koju znamo rijesiti. Analiza je gotova.

Napomena. U ¢lanku [5] iz prvog broja
ovog casopisa moZe se takoder naci prim-
jena analize u podrucju jednadzbi. Jedino
je svrha primjene bila druk¢ija: razmatrani
su problemi koji su se tek trebali svesti na
rjeSavanje jednadzbi i sastavljale jednadZzbe
ra$¢lanjivanjem uvjeta u problemima i pre-
FOARNIGTAV Ok RO LISRYOBIBA ToRISHS ek

blema na rjeSavanje jednadzbi, ali ne i samo

rjeSavanje.

Djeljivost brojeva

Ne treba posebno isticati kolika je vaz-
nost proucavanja skupova brojeva i njihovih
svojstava. Djeljivost brojeva ucenici upoz-
naju vrlo rano i tu se oni prvi puta susrecu s
ozbiljnijim matematickim izrekama. Kasni-
je, dokazivanje sloZenijih tvrdnji iz podrucja
djeljivosti brojeva sluzi kao lijepa vjezba lo-
gickog zakljucivanja.

Primjer 10. Dokazimo da je za svaki
prosti broj p veéi od 3 umnoZzak njegovih su-
sjednih brojeva djeljiv sa 24.

» Analiza. Treba dokazati da je umno-
zak (p — 1)(p + 1) djeljiv sa 24. Tu tvrdnju
rastavit ¢emo na dvije jednostavnije tvrdnje:
umnozak (p — 1)(p + 1) djeljiv je sa 8 i um-
nozak (p —1)(p+1) djeljiv je sa 3. Za dokaz
ovih tvrdnji trebamo se prisjetiti sljedecih ¢i-
njenica:
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Bududi da je p prosti broj veci od 3, on
je neparan broj, pasup — 11ip+ 1 uzastopni
parni brojevi. To znaci da je jedan od njih
djeljiv sa 2, a drugi sa 4.

Umnozak triju uzastopnih prirodnih bro-
jeva uvijek je djeljiv sa 3.

Ove ¢injenice primijenjene na umnoZak
(p—1)p(p+1) omoguéuju dokaz gornje tvrd-
nje.

Komentar. Ovaj zadatak rjeSavali su
ucenici VII. razreda osnovne $kole na savez-
nom natjecanju 1985. godine. Igrom slucaja
taj zadatak je, uz malu razliku u formulaciji,
rijeSen na pripremi ekipe Hrvatske pred sa-
vezno natjecanje. I pored toga 3 od 7 ¢lanova
ekipe nisu na samom natjecanju uspjesno ri-
jesila zadatak! Jedan od razloga sigurno lezi
u Cinjenici da se ucenici ovog uzrasta rijetko
susrecu sa sloZenijim dokaznim zadacima.

<

U sljedeéem primjeru provest ¢emo jed-
no malo istraZivanje i pokazati kako analiza
vodi do “novih” matematickih istina.

Primjer 11. Promatrajmo izraz n* —ni
ispitajmo kada je on djeljiv s prirodnim bro-
jem k za svaki prirodni broj n.

» Analiza.

1)Zak=1ljen' —n=0i1]|0.

2)Zak=2jen>—n=nn-1)i
2| (n* —n).

3)Zak=3jen’ —n=(n—1nn+1)
i3 (n®—n).

4)Zak =4jen* —n=(n— n(n*+
n+1). Izraz n* — n nije djeljivsad zan = 2.

5)Zak=5jen’ —n= (n— n(n+
1)(n? + 1). Ako prirodni brojevi zavriavaju
sa0,1,4,5,6,9,onda5 | (n—1)n(n+1),a
ako zavriavajusa2,3,7,8,onda5 | (n>+1).
Dakle, 5 | (n° — n).

6) Zak = 6jen® —n= (n— n(n*+
n® 4+ n? +n+ 1). Izraz n® — n nije djeljiv sa
6zan=2.

N Zak=Tjen'—n=(n—1n(n+1)
(n> —n+ 1)(n* + n+ 1). Skup prirodnih
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brojeva razlaZzemo sada na sedam disjunkt-
nih klasa u kojima su brojevi oblika n = 7k,
Tk+1,7k+2,7k+3,7k+4,7k+5, Tk + 6.
Lako se pokazuje da za sve brojeve iz jedne
klase postoji faktor koji je djeljiv sa 7. To
zna¢ida7 | (n’ — n).

8) Zak = 8jend —n = nn’ —1).
Ovaj izraz nije djeljiv sa 8 za parne prirodne
brojeve koji nisu viSekratnici broja 8.

Sto moZemo zaklju¢iti iz dosada$njih
razmatranja? Parne k dalje ne treba ispitivati,
jer se zakljucak iz 8) ocito moZe proSiriti na
sve njih. Neparni k ukazuju na moguénost
da bi mogla vrijediti

Tvrdnja. Ako je k neparan prirodni
broj, izraz n* — n djeljiv je sa k za svaki
prirodni broj n.

Da bismo se uvjerili u istinitost ove tvrd-
nje, nastavimo s ispitivanjem djeljivosti.

9)Zak=9jen’ —n=(n—1n(n+1)
(n? 4+ 1)(n* + 1). Prema dosadasnjim rezul-
tatima ovaj bi izraz trebao biti djeljiv sa 9.
Medutim, uvrstimo li u njega n = 2, dobiva-
mo vrijednost 510, a taj broj nije djeljiv sa 9.
Navedeni protuprimjer obara gornju tvrdnju!
Ako se ispitivanja Zele nastaviti, potrebno je
razmisliti o novoj ideji. A ona nije daleko.
Za brojeve 3, 51 7 tvrdnja je vrijedila, a za
9 ne vrijedi. Zas$to? MozZda tajna leZi u i-
njenici §to su prva tri broja prosti brojevi, a 9
to nije. Ispitivanje djeljivosti za sljedeca dva
prostabroja 111 13 potvrduje to nasluéivanje:
11| (n'' —n), 13 | (n"® — n)! Provjera ne
zakazuje ni u iducim ispitivanjima. Rezultat
je

Teorem (Fermat). Ako je p prosti
broj, izraz n” — n djeljiv je sa p za svaki
prirodni broj n.

Napomene.

1) Primjena analize u opisanim primje-
rima ukazuje na jo$ jednu vaznu ¢injenicu:
ako smo analizom otkrili metodu rjeSavanja
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problema, analiza se pojednostavnjuje i skra-
¢uje, a daljnja razmatranja vode se u skladu
sa znacajkama otkrivene metode. Naravno,
ako Zelimo istraZiti i druge nacine rjeSavanja
istog problema, analiza se nastavlja i produb-

ljuje.

2) Dodatni primjeri primjene analize
mogu se naci u dolje navedenoj literaturi.

b
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