Matematika u proslosti

Kako su
racunali
nasi stari

Niko Radié i Darko Zubrinié

Ruéno mnozenje

Nerijetko se ¢uje primjedba kako su stari
ljudi, tj. oni koji su zivjeli prije nas, bili pri-
mitivni i neuki, kako ima mnogo stvari koje
nisu znali pa im je stoga Zivot bio tezak. Ima
u tome dakako istine, no sve je to i velika ne-
istina ako ne znamo da su mnoge stvari znali
i umjeli bolje nego mi danas. Kada se npr.
uzmu pred oci gradevine iz proslosti, koji put
nam stane dah, ako uspijemo otkriti kakvom
su domisljatoscéu rjesavali neke probleme ko-
je mi danas ne znamo tako kvalitetno rijesiti.
Uzmemo li kao primjer znamenitu crkvicu
sv. Dunata kod Punta na otoku Krku, pa otk-
rijemo u njezinim, naizgled, nepravilnostima
neku drugu “pravilnost” koju mi danas sa
svom tehnikom gotovo nismo sposobni pos-
ti¢i, ne moZemo a da se ne zadivimo. U sva-
kom je slucaju bolje stajati pred proSloséu
s postovanjem nego s osjecajem obezvrjedi-
vanja i potcjenjivanja, jer ¢emo u protivnom
lako biti osramoceni.

Ovo neka posluzi samo kao uvod u opis
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jedne stare vjeStine jednostavnog racunanja
primjerenog Zivotnim okolnostima i konkret-
nim potrebama tadasnjeg Zivota ljudi.

Zahvaljujuéi Vjekoslavu Mrakov¢icu us-
pio sam nauciti tu jednostavnu, ali vrlo do-
miSljato koriStenu “tablicu mnoZenja” pa je
Zelim ovdje prikazati Citateljima “Matemati-
ke i Skole”. MoZda cete se i vi diviti domi§-
ljatosti starih, a moZda Cete je i sami nekada
rabiti. Vrijedno je, po mom sudu, i jedno i
drugo.

A evo kako je to izgledalo: mnozZenje
brojeva 5 i svih nizih trebalo je znati napa-
met. No, s brojevima od 5 do 10 islo je
druk¢ije: uz pomo¢ ruku, odnosno prstiju.

Detaljno ¢emo mnoZenje opisati rijeci-
ma i slikom, a vi isprobajte.

Svaki od brojeva koji su se mnozili pri-
kazali bi se prstima jedne ruke i to tako da
bi se za broj 6 digao jedan prst na ruci, a
druga su Cetiri prsta ostala stisnuta. Broj 7
prikazao bi se tako da bi se digla dva prsta,
dok bi tri ostala stisnuta, i tako je iSlo do 10,
kada ve¢ nijedan prst nije ostao stisnut, nego
je svih pet bilo dignuto. Jedan broj bi se tako
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prikazao jednom rukom, a drugi drugom, na
isti na¢in. Rezultat se dobio tako da bi se
svi dignuti prsti (na obje ruke) zbrojili kao
desetice. To znaci, ako su ukupno bila di-
gnuta dva prsta, onda je to znacilo 20, ako
tri, onda je to bilo 30, itd. Stisnuti bi se pak
prsti na rukama medusobno mnozili (zato je
trebalo znati napamet mnoZiti brojeve samo
do 5). Broj koji bi se tim mnoZenjem dobio
pribrojio bi se onim deseticama i time bi se
dobio traZeni rezultat.

Pokazat ¢emo to na jednom primjeru.
Ako Zelite pomnoziti Sest i sedam, tj. 6 x 7,
na jednoj Cete ruci dignuti jedan prst (Cetiri
su ostala stisnuta), a na drugoj dva prsta (tri
su ostala stisnuta). Kada zbrojite dignute pr-
ste imate ih tri, a to ovdje znaci 30. Kada
pomnoZite stisnute prste — morate pomnoZiti
detiri puta tri — dobivate dvanaest. Zbrojite
desetice, tj. 30, s ovim umnoskom, tj. s 12, i
dobivate 42. A to je upravo 6 puta 7. Tako
ucinite s bilo koja dva broja izmedu 5 i 10.
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Objasnjenje

Ostali smo duzni objasniti zasto ovakvo
mnoZenje uvijek daje tocan rezultat. Jedan
nacin da to uc¢inimo jest da provjerimo to-
¢nost toga mnoZenja za sve zadane parove
brojeva izmedu 5 i 10. Ima ih ukupno 21:
5%5,5x6,5%x7,5%x8,5x%x9,5x 10, zatim
6x6,6x7,6x8,6x9,6x 10, onda (uf!)
Tx7T,7%x8,7x9,7x10, (Covjece, dostaje!)
8x8,8x9,8x10, (joSmalo!) 9x9,9x 10,
i napokon 10 x 10. Ajoj! Toliko vremena
ipak nema smisla potroSiti za provjeru ovog
pravila.

Ima li koji kradi i pametniji nacin? Pa,
..., pokusajmo. Krenimo opet od samog po-
Cetka.

Najprije imamo zadana dva broja izme-
du 51 10. Moramo nekako oznaciti njihove
vrijednosti, kakve god da jesu. Npr. sa x
iy, ili s neka druga dva slova abecede, po
vlastitom izboru, ako vam se ova ne svidaju.
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Zelimo pomnoZiti brojeve x i y na opisa-
ni nacin, tj. ruéno. Najprije ¢emo na jednoj
ruci dignuti x — 5 prstiju, a na drugoj y — 5
prstiju. Zbroj podignutih prstiju na obje ruke
iznosi (x —5) + (y — 5), i njega gledamo kao
broj desetica, tj. kao broj
10(x —5) + 10(y — 5) = 10x + 10y — 100.

Dobro. Sada tom broju dodajemo jo§ umno-
zak broja stisnutih prstiju jedne ruke s brojem
stisnutih prstiju druge ruke, tj.
5-&=3]-[5-0-5)

— (10— x)(10 - y)

=100 — 10x — 10y + xy.
Treba vidjeti je li zbroj prethodna dva broja
jednak xy. Pa, pogledajmo:
(10x+10y—100)+(100—10x—10y+xy)=xy
tj. zbroj je doista jednak x X y, ili xy u uobi-
¢ajenoj oznaci za mnoZenje brojeva.
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Pitanja

Matematicari vole postavljati neobi¢na
pitanja. Nerijetko i sami nisu sigurni imaju
li njihova pitanja smisla. Evo jednog takvog
pitanja, za koje nismo sigurni je li bas pa-
metno. Zamislite da negdje daleko od nas,
u dubini svemira, postoji jedan planet. Na
tom planetu Zive pametna djecica, ali s Cetiri
prsti¢a na svakoj rucici, a ne pet. I zamislite
da znaju pomnoZiti samo brojeve od 1 do 4.
Pitamo se kako bi izgledalo njihovo “ru¢no
mnozenje” brojeva od 4 do 8. Izracunajmo
npr. 6 puta 7 na “njihov nacin.” Pritom ¢emo
njihove podignute prste brojiti kao “osmice”,
a ne kao “desetice”. PosluZzit éemo se narav-
no nasim rukama, ali tako da zaboravimo svoj
mali prst, i gledamo svaku naSu ruku kao da
ima samo Cetiri prsta. Broju Sest sada od-
govaraju dva podignuta prsta (dva su ostala
stisnuta), a na drugoj ruci broju sedam odgo-
varaju tri podignuta prsta. Zbroj je pet, koje
gledamo kao osmice, ¢emu odgovara broj 40.
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I tome jo§ dodamo umnozak stisnutih prstiju,
tj. dva puta jedan. Ukupno 42. Tocno, zar
ne?!

Hm, jo$ jedno pitanje. A S§to ako postoji
planet s djecom koja imaju neki drugi broj pr-
sti¢a na svakoj ruci? Npr. jako veliki. Kako
bi izgledalo “njihovo mnoZenje”? Objasnje-
nje? Tko zna, moZda i stonoge imaju neko

svoje ‘“nozno mnozenje’?

Prebrojavanje neporedanih parova
brojeva

Gore smo ispisali sve umnoske brojeva
od pet do deset. Vidjeli smo da ih ima ukup-
no dvadeset i jedan. MoZe li se ustanoviti da
imamo ukupno dvadeset i jedan umnoZak na
neki kraéi nacin, tj. da ih ne ispisujemo sve
redom? MoZe.

Evo kako. Brojeva od 5 do 10 (uklju-
¢ujudi oba) ima ukupno 6, tj. 10 — 4 (a ne
10 — 5, kao §to bi ¢ovjek u prvi ¢as pomis-
lio). Uzmimo bilo koji od tih Sest brojeva
kao prvi broj u nasSem umnosku. Pretpos-
tavimo najprije da je drugi broj razli¢it od
prvoga. Onda svaki od 6 brojeva mozemo
sloZiti u umnoZak s bilo kojim od preostalih
5. Takvih parova razli¢itih brojeva ima ukup-
no 6 x 5 = 30. Prvi broj moZemo izabrati na
Sest nacina, a za svaki takav, drugi moZemo
izabrati na pet nacina (npr. ako smo odabrali
7 kao prvi, mozemo odabrati 5, 6, 8, 9 ili 10
kao drugi). Medutim, mi ne¢emo razlikovati
umnoske 7 X 919 x 7, jer su isti. Prema
tome, od ukupno 30 parova razlicitih brojeva
od 5 do 10, njih je ukupno 30 : 2 = 15 koji
nas zanimaju.

Preostalo je joS ukupno 6 parova koji
imaju jednake znamenke, koje takoder treba
uzetiu obzir: 5x5,6x6,...,10x10. Uku-
pan broj takvih parova jednak je 10 —4 = 6,
ane 10—5 kao Sto bi covjek mogao pomisliti.
Zakljucujemo daimamo ukupno 15+6 = 21
par brojeva. I to se slaze s nasim prijasnjim
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prebrojavanjem.

Na isti na¢in moZemo npr. izracunati
koliko umnozaka moZemo napraviti rabeci
dva broja od sto do dvjesto (ukljucujuéi pr-
vi i zadnji): naprije racunamo 101 - 100 =
101 00, zatim podijelimo s dva — dobivamo
5050, i na kraju dobivamo da postoji ukupno
5050 4+ 101 = 5151 parova brojeva od 100
do 200. Savjetujemo da ih ipak ne ispisujete
u biljeznicu. Za to bi vam trebalo nekoliko
mjeseci neprekinutog pisanja.

Sada, nakon ovako velikog iskustva u
prebrojavanju, moZemo pogledati i sasvim
op¢enito, koliko ima (neporedanih, tj. 7 x 9
poistovjeéujemo sa 9 x 7) parova brojeva iz-
medu dva zadana prirodna broja x i y (uklju-
¢ujudiita dvabroja), pri ¢emu je x < y. Bro-
jeva izmedu x i y, ukljucujuéi prvi i zadnji,
ima ukupno y — x + 1. Pripadnih poredanih
parova brojeva, gdje su oba broja razlicita,
ima ukupno (y —x+ 1)(y — x). Kao $to zna-
mo, da bismo dobili broj neporedanih parova,
taj broj moramo podijeliti s dva, i dodati jo$
y —x + 1. Dakle, traZeni broj svih parova
jednak je

—x+1y—x)
2

—(y—x+1) <y%x+1>

- x+ Dy —x+2)

B 2
Matematicari vole neki svoj rezultat istaknu-
ti u obliku zasebne tvrdnje, koja se obi¢no
zove stavak, ili teorem. U njemu se vrlo sa-
Zeto opisuje zadatak koji se rjeSava: najprije
pretpostavke, a onda konacan rezultat (bez
dokaza). Sto krace, to bolje. Tako ¢emo i mi
uciniti.

+(y—x+1)

Stavak. Neka su zadani prirodni bro-
jevi x iy, takvi da je x < y. Oznacimo s
B ukupan broj neporedanih parova brojeva
izmedu x i y, ukljuc¢ujuci jedan i drugi. Onda
je

B (y—x+1)2(y—x+2)'
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U racunima su vrlo ceste pogreske. Sto-
ga je nuzna i provjera rezultata. Provjerimo
ovu formulu zax =5iy = 10:

(10-5+1)(10-5+2) 67 .

b

U redu je!

Pozdrav

I na samom kraju, jedna mala opaska
Citatelju o tome kako je nastao ovaj ¢lanak.
Prvi autor ovoga ¢lanka, velecasni gospodin
Niko Radié, je svecenik na otoku Krku, u

malom mjestu Korniéu pored Punta. Prvi
dio ¢lanka objavljen je 25. srpnja 1998. g. u
zupskom listi¢u “TIKVICA svetog Jakova”,
koji ureduje pop Niko (tako otocani na Krku
zovu svoje svecenike; ‘pop’ dolazi od grékog
papas = otac; otok Krk je vrlo davno bio pod
grékom vlagéu). A drugi autor, Darko Zu-
brinié, stupio je u kontakt s ocem Radi¢em
putem elektronske poste (e-mail), i zamolio
ga da napiSemo ovaj ¢lanak. lako se joS ni-
smo osobno vidjeli i upoznali, znamo se ve¢
nekoliko godina. Stoga ovim putem Saljem
najljepse pozdrave popu Niki; i svim popo-
vima glagoljasSima na otoku Krku. A citatelji
“Matematike i $kole” $alju puno pozdrava ¢i-
tateljima TIKVICE.

VELIKI BROJEVI

Kako zapisivati velike brojeve? Na to pitanje znademo odgovor. A kako citati zapise
takvih brojeva? Odgovor cete naci u ovoj tablici.

Broj Americki Tradicionalni
i moderni britanski i
britanski naziv | europski naziv

1,000,000 (10%) milijun milijun

1,000, 000, 000 (10%) bilijun u Britaniji:
tisu¢u milijuna;
u kontinentalnoj
Europi: milijarda

1,000, 000, 000, 000 (10'%) trilijun bilijun

1, 000, 000, 000, 000, 000 (1015 ) kvadrilijun tisuéu
bilijuna

1, 000, 000, 000, 000, 000, 000 (10™8) kvintilijun trilijun

1, 000, 000, 000, 000, 000, 000, 000 (10%1) sekstilijun tisuéu
trilijuna

1, 000, 000, 000, 000, 000, 000, 000, 000 (10%%) septilijun kvadrilijun

1, 000, 000, 000, 000, 000, 000, 000, 000, 000 (10%7) oktilijun tisuéu
kvadrilijuna

1, 000, 000, 000, 000, 000, 000, 000, 000, 000, 000 (10%%) nanilijun kvintilijuna

1, 000, 000, 000, 000, 000, 000, 000, 000, 000, 000, 000 (1033) decilijun tisucu
kvintilijuna

I evo jos jedne zanimljivosti: Broj 10'%° zove se googol, a naziv potjece od Miltona Sir-
rote koji ga je izmislio kao devetogodisnji djecak. Milton je necak americkog matematicara
Edwarda Kasnera. Googolplex je broj zapisan znamenkom 1 iza koje slijedi googol nistica.
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