Iz rjecnika metodike

Indukcija

Zdravko Kurnik, Zagreb

Medu nacinima zakljucivanja i metoda-
ma znanstvene spoznaje posebno mjesto za-
uzimaju indukcija i njezina suprotnost de-
dukcija. To narodito vrijedi za matematiku.
Razlog je jednostavan: matematika je deduk-
tivna znanost, a matematika u nastajanju je
eksperimentalna induktivna znanost. Same
metode razlikuju se po ciljevima. Cilj induk-
cije je opce, a cilj dedukcije je pojedinacno i
posebno.

Induktivno zakljucivanje rezultat je vi-
Sevjekovne ljudske djelatnosti i svoju pojavu
duguje promatranju i eksperimentu. Prvi iz-
vori o indukciji su radovi starogrc¢kog filozo-
fa Sokrata (469. — 399.), a preciznije logic-
ko zasnivanje dao je drugi starogrcki filozof
Aristotel (384. —322.), osnivac logike.

Rijec indukcija potjece od latinske rijeci
inductio $to znaci uvodenje, navodenje, po-
budivanje.

Pojam indukcija ima sljedeca tri osnov-
na znacenja:

A) Indukcija je jedan od nac¢ina zaklju-
¢ivanja kojim se iz dvaju ili viSe pojedinac-
nih ili posebnih sudova dobiva novi op¢i sud.
Krace receno, indukcija je rasudivanje od po-
jedinacnog k opéem. To je misaoni proces
kojim se stvaraju generalizacije.
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Ovaj oblik indukcije dobro ilustrira slje-
dedi primjer.

Primjer 1. Pravac i presjeci stosca.

Pojedinac¢ni sudovi:

Pravac sijece kruznicu u najvise dvije tocke.
Pravac sijece elipsu u najvise dvije tocke.

Pravac sijece parabolu u najvise dvije tocke.
Pravac sijece hiperbolu u najvise dvije tocke.

Poseban sud:

KruZnica, elipsa, parabola i hiperbola su svi
oblici presjeka stoSca.

Na temelju pojedinacnih sudovai poseb-
nog suda, uzimajuéi jos u obzir da navedene
krivulje ¢ine skup krivulja drugog reda, dade
se izvesti ovaj istinit op¢i sud:

Pravac sijece krivulje drugog reda u naj-
vise dvije tocke.

B) Indukcija je jedna od osnovnih
znanstvenih metoda istraZivanja kojom se pri
proucavanju nekog skupa objekata promat-
raju posebni objekti iz toga skupa i utvrduju
kod njih ona svojstva koja se zatim pripisuju
¢itavom skupu. OCcito da je za primjenu ove
metode potrebno dobro poznavanje induktiv-
nog nacina zakljucivanja. Induktivni postu-
pak sastoji se od niza induktivnih zakljucaka
kojima se dolazi do shvacanja opéeg. Metoda
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indukcije zasniva se na analiticko-sintetickoj
metodi, a tijesno je povezana s konkretizaci-
jom, specijalizacijom, analogijom i genera-
lizacijom. Pocinje se s konkretnim objekti-
ma i specijalnim sluc¢ajevima, induktivni za-
kljucci nizu se analogijom, a promatrane ¢i-
njenice nastoje se generalizirati. Iz toga pro-
izlazi da je metoda indukcije zapravo jedan
oblik generalizacije. Bez obzira na njezinu
vjerojatnosnu prirodu, indukcija je jedan od
najznacajniji postupaka u znanosti.

Pokazimo na jednom primjeru kako se
primjenjuje indukcija kao metoda i ucenike
uvodi u istraZivacki rad i otkrivanje "novih"
matematickih istina.

Primjer 2. Zbroj kubova prvih n pri-
rodnih brojeva.

Pri prouc¢avanju brojeva cesto se nalaze
neobi¢ni odnosi. Takvi su i sljedeci prika-
zi kvadrata nekih prirodnih brojeva: 3> =
14+3+5,32 = 1342352 = 14+3+5+7+9,
52=1-2-3-441,6%=1+2°+3%,
192 = 3-4-5-6+ 1. Uocavamo sli¢nost
prve i trece jednakosti, Cetvrte i Seste, te dru-
ge i pete. Prve dvije sli¢nosti opisane su u
[4] i izvedene odgovarajuce generalizacije.
Analizirajmo trecu sli¢nost.

Jednakosti 3% = 1° 423, 6% = 17 +2° +
33 dovoljne su da pobude misljenje i usmjere
ga na razmatranje veze izmedu zbroja kubo-
va i kvadrata prirodnih brojeva. Postoji li tu
neka pravilnost? Pogledajmo, uz zamjenu
strana, viSe specijalnih slucajeva:

13 =12
1P +2°=9=73
1°+2°+3 =36=6,
1P 423 +3%+4% =100 = 10,
1P 423 +3% +4% + 5% =225 = 15%,
P+2° 43 +4° 45 +6° =441 =21
Prva generalizacija lako se iskazuje:

Zbroj kubova prvih n prirodnih brojeva
kvadrat je prirodnog broja.

Lijeve strane gornjih jednakosti se pra-
vilno grade. Sto je s desnim stranama? Osim
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§to su desne strane kvadrati, moZemo li o
njima neSto viSe rec¢i? Pogledajmo paZlji-
vije baze potencija na lijevoj i desnoj stra-
ni. Veza medu tim bazama je vrlo uoclji-
va: 1 =1,14+42=3,1+2+3 = 6,
1+24+3+4=10,1+2+3+4+5 =15,
14243444546 = 21. Otkrili smo pravil-
nost gradnje i desnih strana. Sada moZemo
izvesti dosta uvjerljiv zakljucak.
Druga generalizacija:

Za svaki prirodni broj n vrijedi jednakost

PB4+23 433+ 40 = (14243+. . .+n)>.

Jednakost se dokazuje primjenom meto-
de matematicke indukcije. Zvuci paradok-
salno, ali to je jedan deduktivni postupak i
neéemo ga ovdje provoditi.

C) Indukcija je nacinizlaganjau literar-
nom izvoru, U razgovoru, U nastaviom pro-
cesu kada se od manje opcih tvrdnji dolazi
do op¢ih tvrdnji.

Shematski prikaz induktivnog zakljuci-
vanja:

Neka je S = {ay,az,as,...} skup svih
mogucih posebnih sluc¢ajeva takvih da za sva-
ki od njih neko svojstvo s moZe biti istinito ili
neistinito. Pretpostavimo da je u & slucajeva
svojstvo s istinito, tj. da vrijedi s(ay), s(az),

, s(ay). Tada se induktivno zakljuéivanje
provodi po shemi

s(ay), s(az),...,s(ax) = (Vx) s(x)& :

Potpuna indukcija

Ako je S konacan skup koji sadrZi k po-
sebnih slucajeva ay, as, ..., a; i za sve njih
je ispitana valjanost svojstva s, onda je za-
kljucak izveden na taj nacin ispravan. Oblik
zakljucivanja koji se zasniva na razmatranju
svih pojedinacnih i posebnih sudova ili slu-
¢ajeva naziva se potpuna indukcija.
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Primjer 3. Broj prostih brojeva me-
du prvih 20 prirodnih brojeva.

Skup S koji treba razmotriti ima 20 ele-
menata, pa se lako mogu ispitati svi slucajevi
i ustanoviti koji su od promatranih brojeva
prosti.

Imamoredom1 =1,2=1-2,3=1-3,
4=1-4=2-2,5=1-5,6=1-6=2-3,
7=1-7,8=1-8=2-2-2,9=1-9=3-3,
10=1-10=2-5,11=1-11,12=1-12 =
2:-2-3,13=1-13,14=1-14=2-7,
15=1-15=3-5,16=1-16=2-2-2-2,
17=1-17,18=1-18 =2-3-3,19=1-19

20=1-20=2-2-5.

Zakljucak: Medu prvih 20 prirodnih
brojeva ima 8 prostih brojeva.

U prethodnom primjeru potpunom in-
dukcijom lako smo dosli do zakljucka. Me-
dutim, potpuna indukcija kao metoda strogog
dokazivanja rijetko se primjenjuje jer se Cesto
radi o velikom broju pojedinac¢nih ili poseb-
nih slucajeva. Ako je broj slucajeva besko-
nacan, primjena potpune indukcije je gotovo
nemoguca. Ponekad je ipak moguce skup od
beskona¢no mnogo sluc¢ajeva rastaviti na ko-
na¢no mnogo podskupova istovrsnih sluca-
jeva. Zatim se provode razmatranja i izvode
zakljucivanja u svakom od tih podskupova.
Pogledajmo dva primjera.

Primjer 4. Kvadrati prirodnih broje-
va.

MozZe li kvadrat prirodnog broja zavrsa-
vati sa 87

Kako ima beskona¢no mnogo prirodnih
brojeva, jasno je da ne moZemo ispitati sve
pojedinacne slucajeve. Ipak, odgovor na pi-
tanje nije teSko naci. Najprije razvrstamo sve
prirodne brojeve u podskupove prema pos-
ljednjim znamenkama brojeva. Na taj nain
dobivamo deset podskupova. Dalje ispitu-
jemo posljednje znamenke kvadrata brojeva:
ako broj zavrSava sa 0 i njegov kvadrat za-
vriava sa 0; ako broj zavrSava sa 1 i njegov
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kvadrat zavrSava sa 1; ako broj zavr$ava sa
2, njegov kvadrat zavrSava sa 4 itd. Sve za-
kljucke pregledno pokazuje tablica:

zavrsetak
broja012345678

zavrsetak
kvadrat3014965694

Vidimo da kvadrat prirodnog broja ne
moze zavrSavati sa 8. Medutim, tablica otk-
riva viSe, opcenitiju izreku:

Kvadrat prirodnog broja ne moZe zavr-
Savati sa 2, 3, 71 8.

Primjer 5. Poucak o obodnom i sre-
diSnjem kutu.

Svakom srediSnjem kutu moZe se pridru-
Ziti beskona¢no mnogo obodnih kutova. Da
bismo ispitali odnos obodnih kutova i pri-
padnog sredi$njeg kuta, sve te obodne kuto-
ve razvrstamo u skupove obzirom na poloZaj
sredi$ta kruZnice prema kutovima. Na taj
nacin dobivamo tri posebna slucaja:
1) Srediste kruZnice pripada jednom kraku
obodnog kuta.
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2) Srediste kruzZnice leZi unutar obodnog
kuta.

ta.

U prvom slucaju sredis$nji kut o vanjski
je kut jednakokracnog trokuta A VS sa suprot-
nim kutovima f3, pa je prema pouc¢ku o vanjs-

1
kom kutu trokuta o¢ = 2f3, odnosno § = 5 .

U drugom sluc¢aju vthom V obodnog ku-
ta povu¢emo dijametar kruznice VC koji ku-
tove o i B dijeli na kutove a; i o, odnosno
B1 i B> za koje prema prvom slucaju vrijedi
o =201, 0 =2, paje = 01 + 0 =
281 + 2B = 2(B1 + B2) = 2B, odnosno
B = %a.

U treéem slucaju vrhom V obodnog kuta
opet povuéemo dijametar VC. Sada uocava-
mo da je @ = SCSB — <CSA = 24CVB —
24CVA = 2(4CVB — 4¥CVA) = 2, od-

1

nosno 3 = 506.

Tako smo na temelju induktivnog niza
posebnih sluc¢ajeva dokazali sljede¢u opéu iz-
reku:

200

Svaki obodni kut B kruZnice jednak je
polovini pripadnog sredisnjeg kuta o.

Detaljna razrada ove nastavne jedinice
moze se naéiu [1].

Nepotpuna indukcija

Ako skup § ima vise elemenata od k po-
sebnih slucajeva ai, ap, ..., a; za koje je
ispitana valjanost svojstva s, onda zakljucak
izveden prema shemi (*) nije pouzdano isti-
nit ve¢ samo vjerojatno istinit. Oblik zaklju-
¢ivanja koji se zasniva na razmatranju jednog
ili viSe, ali ne svih, pojedinacnih i posebnih
sudova ili slu¢ajeva naziva se nepotpuna in-
dukcija.

Zakljucak izveden nepotpunom induk-
cijom moZe, dakle, biti neistinit. Zato se
nepotpuna indukcija kao metoda istrazivanja
primjenjuje vrlo oprezno. Medutim, njezi-
no znacenje je u tome da se razmatranjem
posebnih slucajeva navodi na pomisao o pos-
tojanju neke zakonitosti i ona pomaze da se
postavi hipoteza o prirodi te zakonitosti. Jas-
no je da to pocinje promatranjem i ekspe-
rimentom. Takva indukcija primjenjuje se
u eksperimentalnim znanostima, ali je ona
i u matematici bogat izvor novih spoznaja.
Razlika je jedino u tome §to se u matematici
dobivene tvrdnje joS i strogo dokazuju.

I u nastavi matematike treba biti opre-
zan pri primjeni takvog oblika zaklju¢ivanja
ili takve metode istraZivanja, ali ni jedno ni
drugo ne treba izbjegavati. Uostalom, poz-
nato je da je nastava matematike u osnovnoj
Skoli preteZzno induktivna. Prednosti primje-
ne: ostvarenje nacela od lakSeg ka tezem, od
jednostavnog ka sloZenom, proucavanje no-
vih apstraktnih pojmova i izreka preko pro-
matranja i provjeravanja, navodenje ucenika
na nove pojmove, iskazivanje novih tvrdnji
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i dr. Nove tvrdnje bit ¢e uvjerljivije ukoli-
ko se u indukciji razmatra veéi broj posebnih
slucajeva

Razmotrit éemo nekoliko primjera in-
dukcije kao nacina izlaganja u nastavnom
procesu.

Primjer 6. Djeljivost prirodnih bro-
jevasa9.

U ovom odjeljku iz poglavlja o djelji-
vosti prirodnih brojeva primjenom indukcije
navode se ucenici na iskazivanje dviju opcih
tvrdnji.

1) Promatrajmo visSekratnike broja 9 ma-
nje od 200 i zbrojeve njihovih znamenaka.
Visekratnici su brojevi 9, 18, 27, 36,45, 54,
63, 72, 81, 90, 99, 108, 117, 126, 135,144,
153, 162, 171, 180, 189, 198, a zbrojevi nji-
hovih znamenaka su 9 ili 18. Uocavamo da
su zbrojevi znamenaka vi$ekratnici broja 9!

Prva tvrdnja:

Ako je prirodni broj djeljiv sa 9, onda je
i zbroj njegovih znamenaka djeljiv sa 9.

2) Promatrajmo prirodne brojeve 2007,
18999, 456 237, 987654321 ¢iji su zbrojevi
znamenaka 9, 36, 27, 45 viSekratnici broja 9.
Provjera dijeljenjem pokazuje da su i proma-
trani brojevi djeljivi sa 9.

Druga tvrdnja:

Ako je zbroj znamenaka prirodnog broja
djeljiv sa 9, onda je i taj prirodni broj djeljiv
sa 9.

Ova tvrdnja omogucuje brze ispitivanje
djeljivosti prirodnih brojeva sa 9, nego §to se
to moze postici dijeljenjem. To je osobito va-
zno kod velikih brojeva. No, primjena opce
tvrdnje na pojedinacan slucaj je ve¢ deduk-
cija!

Primjer 7. Zbroj K, svih unutarnjih
kutova mnogokuta.

Obrada ove nastavne jedinice u sedmom
razredu osnovne Skole temelji se na nizu in-
duktivnih zakljucivanja. Krece se od ranije
spoznatih Cinjenica.
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Prva od tih ¢injenica je izreka o zbroju
svih unutarnjih kutova trokuta. Za taj zbroj
K3 vrijedi jednakost

K3:OC+B+Y:1800.

Druga ¢injenica je izreka da je zbroj svih
unutarnjih kutova cetverokuta jednak 360°.
Podsjetimo se na izvod formule za K4. Ne-
ka je ABCD Ccetverokut kojemu su o, 3, y
i 0 unutarnji kutovi. Povucimo dijagonalu
AC. Ta dijagonala dijeli kutove o i ¥ na di-
jelove o 1 0p, odnosno ¥ 1 72, a Cetverokut
ABCD na dva trokuta ABC i ACD. Zbroje-
vi unutarnjih kutova u tim trokutima jednaki
suog+y+6 =180° o + B+ =
180°. Zbrajanjem ovih jednakosti dobivamo
(a1 +0)+B+(n1+72)+6 = 180°+180°,
o+ pB+y+8=360°paje

Ki=o+B+y+8=2360°=2-180°

D

A B

Sada nije teSko nastaviti induktivni pos-
tupak.  Naredni mnogokut je peterokut
ABCDE s unutarnjim kutovima «, 3, v, 0
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i €. Njegove dijagonale AC i AD iz vrha
A dijele kut o na tri dijela o, o 1 a3, kut
y na dva dijela y; i 7,, kut § na dva dije-
la 8; i 0;, a peterokut ABCDE na tri tro-
kuta ABC, ACD i ADE. Zbrojevi unutar-
njih kutova u tim trokutima jednaki su redom
o1+ B+ 1 = 180° a + 7 + 81 = 180°,
o3 + 0, + € = 180°. Zbrajanjem ovih jedna-
kosti dobivamo (o + o + 03) + B+ (11 +
V) + (8 + &) + € = 180° + 180° + 180°,
o+ B +y+6+¢e=>540°paje

Ks=0o+B+y+8+e=540° =3-180°.

Na analogan nacin bismo zakljudili da je
Sesterokut s tri dijagonale iz jednog vrha po-
dijeljen na Cetiri trokuta, pa je K¢ = 4 - 180°,
za sedmerokut je K7 = 5 - 180° itd. Razma-
trani niz induktivnih zakljucivanja vodi nas
na sljedecu op¢u izreku, generalizaciju:

Zbroj K, svih unutarnjih kutova mnogo-
kuta sa n stranica dan je formulom

K, = (n—2)-180°.

Dokaz ove izreke zasniva se na ¢injenici
da se iz jednog vrha n-terokuta mogu povuci
n — 3 dijagonale koje taj lik dijele nan — 2
trokuta. U ovom primjeru razmatrano je vise
posebnih slucajeva i u svakom od njih opi-
sano je potpunije induktivno zakljucivanje.
Time se postiZe bolje razumijevanje nastav-
nikova izlaganja, a na kraju izvedena opca
izreka postaje uvjerljiva i bez dokaza.

Xx *

Manjkava obrada nekog nastavnog sa-
drZaja ima za posljedicu i manjkavo znanje
ucenika. U induktivnoj nastavi potreban je
primjeren broj pojedinac¢nih i posebnih slu-
¢ajeva. U protivnom, izvedene tvrdnje mogu
biti neuvjerljive, a ponekad i netocne. Prim-
jer takve izreke je “visine trokuta sijeku se u
Jjednoj tocki”. Analizirajmo to podrobnije.

Primjer 8. Ortocentar trokuta.

Da bismo ispitali odnos visina u trokutu,
moramo razmotriti tri posebna slucaja: oS-
trokutni trokut, pravokutni trokut, tupokutni
trokut.
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Promatraju¢i navedene vrste trokuta i
njihove visine dolazimo do sljedecih induk-
tivnih zakljucaka:

Ako je trokut oStrokutan, visine trokuta
sijeku se u jednoj tocki koja je unutar trokuta.

Ako je trokut pravokutan, visine troku-
ta sijeku se u jednoj tocki i ta je tocka vrh
pravog kuta.

Ako je trokut tupokutan, visine trokuta
se ne sijeku, ali se u jednoj tocki sijeku pravci
koji sadrze visine i ta je tocka izvan trokuta.

Na temelju ovih posebnih izreka izvodi
se sljedeca opca izreka:

Pravci koji sadrZe visine trokuta sijeku
se u jednoj tocki O.

Ova je izreka, kao §to znamo, istinita.
Tocka O naziva se ortocentar trokuta.

* ¥ x

Mnogo je sadrzaja u $kolskoj matema-
tici za Ciju je obradu potreban i za razvoj

v
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ucenikova misljenja vaZzan induktivni postu-
pak. Medu takve sadrZaje posebno se ubra-
jaju razna pravila, zakoni, formule i teoremi,
pogotovo ako se oni strogo ne izvode ili ne
dokazuju.
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REKLI SU O INDUKCLJI

Glavna sredstva pomocu kojih se otkrivaju istine u matematici su indukcija i analogija.
(Laplace)

U teoriji brojeva cesto se dogada da se zbog nekog neocekivanog sretnog slucaja pomocu
indukcije pojave najelegantnije nove istine.
(Gauss)

&

FORIGOLE
=
TARLIE= -

%

Cuvate Ii jos uvijek Logaritamske tablice? Isti-
na, logaritme viSe ne trebate, ali formule i podatci s
kraja knjige joS uvijek su nam potrebni! Pa, gdje ih
covjek inace moZe naci? Tablice u obliku “harmo-
nike” nisu nam dovoljne. . ., ali zato FORMULE I
TABLICE jesu! Ovdje cete naci sve formule i sve
podatke koje trebate, iz Cetiri klju¢na prirodoslovna
predmeta: MATEMATIKE, FIZIKE, ASTRONO-
MIJE i KEMIJE. I jos mnogo vise! To je priru¢nik
kojeg naprosto morate imati — prvi prijevod jedne
strucne knjige s poljskog jezika. Tvrde korice i kva-
litetan uvez sacuvat ¢e ga i u narednih 30 godina. Ne
trebate viSe cuvati stare logaritamske tablice!
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