M etodicka radionica

O jednoj
lijepoj analogiji

Branimir Daki¢, Zagreb

Uz funkciju f(x) = |x| javlja se kroz
cijelu srednju Skolu Citav niz raznih zadata-
ka. Posebice su zanimljive jednadzbe i ne-
jednadzbe vezane uz relacije s apsolutnim
vrijednostima Cija obrada pruza vrlo Siroke
mogucnosti, prije svega u postupcima njiho-
varjesavanja, ai i u moguéim zornim, geo-
metrijskim predodzbama i interpretacijama.
Prije nego Sto pristupimo njihovu rjeSavanju,
obradit éemo na nekoliko primjera graficke
predodzbe nekih jednostavnijih takvih rela-
cija te ukazati na zgodne analogije s nekim
drugim relacijama.

Primjer 1. Prikazimograficki skupsvih
toCaka ravnine €ije koordinate x i y zadovo-
ljavaju jednakost

X +lyl =1

Uocimo dajeovarelacijaparna. Naime,
oznacimo li jesa f(x,y), ondaje
f(xy) = f(=xy) = f(—x, —y) = f(x, -y),
zasverealne brojeve x i y. Pomidjamo li na
njezin graficki prikaz, to znati daje dovoljno
nacrtati graf te relacije u prvom kvadrantu,
(x >0iy >0.) Tadaimamo jednadzbu
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X+Yy = 1&oul. kvadrantu odreduje duzinu,
dio pravcay = —x + 1. Potom tu duzinu
valja zrcaliti uzastopce oko koordinatnih osi.
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Slika ¢e biti kvadrat sa sredistem u isho-
distu koordinatnog sustava i s dijagonalom
duljine 2.

Optenito, zarealni broj a, a > 0, graf
relacije|x|+|y| = ajest kvadrat sasredistem
u ishodistu kojem su vrhovi na koordinathim
osimai Cijaje dijagonala duljine 2a.

Ono &to je sada zgodno uoCiti jest us-
poredba jednadzbe |x| + |y| = a, i jednadz-
be x> + y> = @, a > 0. Prva jednadzba
jest jednadzba kvadrata, a druga jednadzba
je jednadzba kruznice. | kvadrat i kruznica
imaju srediste u ishodistu koordinathog sus-
tava, duljina dijagonale kvadrata jednaka je
2a, ai promjer kruznice jednak je 2a.
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U jednadzbi x| + |y| = a, zbroj dvaju
pozitivnih realnih brojeva |x| i |y| jest pozi-
tivan realni broj a. Isto izriCe i jednadzba
x% +y? = a°. Razlika je u tome &o je prva
vezalinearna a druga kvadratna, pau prvom
ducaju stoga i imamo kvadrat, lik s ravnim
rubovima, doCim je u drugoj kvadratna rela-
cijauzrok zakrivijenosti.

Jednako kao $to je jednadZzbom (x —
p)2 + (y — q)2 = r? odredena kruznica sa
sredistem u tocki S(p, q) i promjerom 2r, ta-
kojejednadzbom |[x—p|+|y—qg/=aa>0
zadan kvadrat sa sredistem u tocki S(p, q) |
dijagonalom duljine 2a.
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Razmotrimo sada relaciju oblika

X —|y|=4a a>0.
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Odmah uoCavamo da je i ova relacija
parna pa Ce stoga koordinatne os biti osi
simetrije i njezina grafa. To znaCi da je do-
voljno crtati dio grafa u prvom kvadrantu, a
cijeli graf potom éemo dobiti uzastopnim zr-
caljenjem prema koordinatnim osima.

Zax >0iy>0imamox —y = a
i crtamo odgovargjti polupravac u prvom
kvadrantu.

Dalje postupamo onako kako smoto pro-
tumacili.

Slika podsjeta na hiperbolu Cija je jed-
nadzbaoblikax? —y? = a2. Toi nije neobi&-
no jer seu obasluCajaradi o pozitivnoj razlici
dvaju pozitivnih reanih brojeva, pri emu je
veza u prvom slu€aju linearna, pasu dijelovi
grafa polupravci, a drugom je kvadratna, 5to
proizvodi zakrivljenost.

Naova) smo nacin upotpunili dlijed raz-
miSljanja $to smo nafeli usporedbom jedna-
kosti |x| + |y| = ai X2 4+ y? =r2,

Neka Citatelj sada sam prikaze graficki
relacije x| — |y| =a,a< 0i X2 —y? = —a?
i neka pokusa provesti usporedbu na nacin
dli¢an dvama prethodnim.

NaSa temo razmatranja protegnuti i na
usporedbu relacija o su zadane jednadzba-
may = |x| tey = x?. Obagrafaovih relacija
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smjeStena su u poluravnini y > 0, a os sSime-
trije im je koordinatna os y. (Za&to?) Graf
prve unijaje dvaju polupravacay = X, X > 0
iy=—X,Xx <0, tojeuostalom graf funkcije
f(x) = |x|. Graf druge je parabola

Trebali uopte komentara usporedbi ovih
dviju relacija?

Citateljimai opet prepudtamo, sada vje-
rujemo, jednostavan zadatak neka nacrtgju i
usporede grafove relacijaly| = x i y? = x.

JoS nam u ¢jelini razmatranja nedosta-
je elipsa. A i ona ima svoju usporednicu,
jednako kao i kruznica, hiperbolai parabola.

Na dva crteza prikazani su graf relaci-
je x| +2ly| = 4i graf dipse ¥ + 4y? =
16. Oni ukazuju na analogiju izmedu romba
ax| + bly] = c, gdje su a, bi c pozitivni
brojevi i elipse b?x? + a?y? = a?b?.
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| sada pogledajmo dvaprimjerau kojima
cemo primijeniti grafove prethodnih relacija
s apsolutnim vrijednostima:

Primjer 2. RijeSimo sustav jednadzbi:
XI+ly -2 =2
x— 3]+ y| = 3.

Je li ovg sustav razumno rjeSavati bilo
kako drukcije nego graficki?

Dvjema zadanim jednadzbama zadana
su dva kvadrata, jedan sa srediStem u toc-
ki (0,2) i dijagonalom duljine 4, drugi ima
srediste u tocki (3, 0) i dijagonalu duljine 6.

Ti su kvadrati dobiveni translacijama
kvadrata [x| + |y|] = 21 [x| + |y| = 3, pr-
Vi je trandatiran u pozitivnom smjeru po osi
y za 2, adrugi u pozitivhom smjeru po osi X
za 3.

Koordinate gecista ovih dvaju kvadrata
¢ine uredene parove realnih brojeva koji su
rjedenja zadanog sustava jednadzbi. Vidimo
damanji kvadrat diraveti uzduz cijele jedne
svoje stranice, ato znaCi da je rjeSenje sus-
tava skup uredenih parovatipa (X, X), gdje je
x € [0, 2.
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Primjer 3. Sustavom nejednadzbi |x|+
ly] > 1i [x| + |y| < 2 odreden je izvjesni
skup tocaka u koordinatnoj ravnini. Kolika
je povrSinatog skupa tocaka?

Odmah mozemo zakljuciti kako je za-
dani skup tocCaka pregek vanjstine kvadrata
IX| +|y| = 1i nutrine kvadrata |x| + |y| = 2.
Stoga je povrSina lika jednaka razlici povr-
Sina dvaju kvadrata, jednoga s dijagonalom
duljine 4, i drugoga s dijagonalom duljine 2:

P=8-2=6.

Primjer 4. RijeSimo sustav jednadzbi:
y—|x+1 =3
X—1 +]y—4/ =3

Graficki prikaz prve jednadzbe je graf
funkcije f(x) = |x| trandatiran tako da mu
vrh dospije u tocku (—1,3). Drugom jed-
nadzbom odreden je kvadrat sa sredistem u
tocki (1, 4) i sdijagonalama duljine 6.

Sa slike uoCavamo rjesenje sustava jed-
nadzbi.
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To su svi takvi uredeni parovi (X,y) re-
anih brojeva za koje je x € [-2 -1], te
y = —X + 2. Tome valjadodati joSi uredeni
par (2, 6) koji se dobije kao rjeSenje sustava
jednadzbi —x +y =4ix+y=28.

Zamijenite simbol odgovaragju¢om
znamenkom!

=% x = = e
+ X :
- E= @
il + % = =M
= x ===

+ :
" - e = "
e + Hl = X™e

RjeSenjaiz proslog broja:
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2 x 444 =888
+ =
23 x 37=851
25+ 12= 37
14.
2x 20= 40
X X +

292 + 12 =304
584 — 240 = 344
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