| z rjeCnika metodike

Poucak ili teorem

Zdravko Kurnik, Zagreb

Trano usvajanje matematickih znanja
nije moguce bez usmjerenog razvoja mislje-
nja. Zatojerazvoj midljenjaucenikajedan od
osnovhih zadataka suvremene nastave mate-
matike. Posebno stvaralatkog misljenja kao
najviseg oblika S0 je miSjenje? Midje-
nje seu psihologiji definira kao izdvajanje u
spozngji Covjeka odredenih strana i svojsta
va promatranog objekta i njihovo dovodenje
u odgovargjuce veze s drugim objektima u
cilju stjecanja novih znanja. Jedan od os-
novnih oblika miSljenja su pojmovi. Pojam
je oblik miSljenja u kojem se odrazavaju bit-
nai karakteristiCna svojstva objekata koji se
proucavaju. U miSljenju pojmovi ne dolaze
odvojeno, nego se na odredeni nacin medu-
sobno povezuju. Oblici takvih veza medu
pojmovima jesu sudovi, drugi osnovni ob-
lik miSljenja. Sud (izjava, izreka, iskaz) je
suvisla deklarativna reCenica koja se u pogle-
du istinitosti podvrgava nacelu kontradikcije
i natelu iskljucenog treteg, tj. onajeili isti-
nita, ili neistinita.

Najvaznijevrste matematickih sudovasu
aksiomi, postulati i teoremi.

A) Pri prouCavanju elementarne mate-
matike brzo dolazimo do spozngje da se svi
zakljucci dobivaju rasudivanjem iz nekoliko
osnovnih postavki. Te osnovne postavke su
aksiomi.

Aksiom je polazna tvrdnja koja se sma-
traistinitom i koja se ne dokazuje. Gesto se
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kaze da su aksiomi “oCigledneistine”. Prim-
jeri aksioma:

“Cjelina je veta od dijela”.

“Ako se jednakim stvarima dodaju jed-
nake stvari, i cjeline su jednake”.

“Totkomizvan danog pravca moze se po-
vuéi jedinstven pravac paralelan s tim prav-
cem’.

“Za svaka dva poztivna realna broja ai
b postoji takav prirodan broj ndajena > b”
(Arhimedov aksiom).

Postulat je polazna tvrdnja koja se ta-
koder uzima bez dokaza. Postulat obi¢no
izrazava neki uvjet koji treba zadovoljavati
neki pojam ili neki odnos medu pojmovima.

Primjer 1. Pojam povrsine.

Nekaje P skup svih poligona u ravnini,
ukljuCujuci i prazan skup. PovrSina na sku-
pu P je preslikavanje p : P — R koje ima
djedeta svojstva:

P1) p(P) > 0zasvaki poligon P.
P2) Ako je poligon P zbroj poligona Py i P,
ondaje
P(P1 + P2) = p(P1) + p(P2).
P3) Ako su poligoni P; i P, sukladni, onda
su brojevi p(Py) i p(P2) jednaki, tj.
Pi=pP, — p(Pl) = p(Pz).

P4) Postoji bar jedan kvadrat K kojemu je
duljina stranice jednaka 1 takav da je
p(K) = 1.
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Broj p(P) naziva se povrsina poligona P.

U ovoj definiciji pojma povrsine na sku-
pu poligona izjave P1), P2), P3) i P4) su
postulati povrSine. Nije pogredno ako se ka-
Ze i da su to aksiomi povrSine. Naime, u
matematici se postulati najceste ne razlikuju
od aksioma.

B) Aksiomi i osnovni pojmovi Cine te-
melj neke matematicke teorije. Ali ne samo
oni. Naime, izgradnja neke matematicke te-
orije ima dljedete Cetiri etape:
1) Navodenje osnovnih pojmova;
2) Formuliranje aksioma;

3) Definiranje novih pojmova;

4) lzvodenje i dokazivanje teorema.

Vidimo da su za izgradnju vazne i iz-
jave koje se logickim rasudivanjem izvode
iz aksioma i definicija — teoremi. Teoremi
proSiruju i produbljuju naSe znanje o nekom
podrucju matematike i njegovim objektima.
Teorem je glavni predmet naSih razmatranja.
U Skolskoj matematici za ovaj pojam rabimo
naziv poucak.

Teorem ili poucak (gré. vebpnuo —
nesto videno, prizor, predstava, poucak) je
matematicka izjava Cija se istinitost utvrduje
dokazom. VaZzno je odmah istaknuti da se
pod teoremom uvijek podrazumijeva istinita
izjava

U teoremu treba hiti jasno istaknuto, s
jedne strane, uz koje se uvjete u njemu raz-
matra odredeni objekt, asdruge strane, 3to se
otomeobjektu tvrdi. Prematome, uformule-
ciji teoremarazlikuju se dva dijela: pretpos-
tavka (uvjet, hipoteza) Pi tvrdnja (zakljucak,
posijedica, teza) Q. Pretpostavka P je jed-
naili vide izjava koje se smatrgju istinitim, a
tvrdnja Q jeizjava koju treba dokazati. UCe-
nici Cesto imaju poteskota pri razlikovanju
pretpostavke i tvrdnje, vet i zato Sto nije uvi-
jek jednostavno odvojiti objekt od uvjeta, pa
ih zngju brkati. Tome moZe doprinijeti i po-
nekad nespretna formulacija poucka. Kako
je obradapoucakavazan dio nastave matema-
tike, potrebno je da nastavnik uloZi dodatni
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napor za svladavanje tih poteSkotai pravilno
usmjeravanje midljenja ucenika

Zailustraciju razmotrimo nekoliko pou-
Cakai istaknimo u njima pretpostavku i tvrd-
nju.

Primjer 2. Poucci iz Skolskog gradiva.

1) UmnoZzak dvaju uzastopnih parnih bro-
jevaai b djdjivjesa8.

P: ai b su uzastopni parni brojevi.
Q: Umnozak ab djeljivjesa 8.
2) Dijagonale romba su okomite.
P: Cetverokut je romb.
Q: Dijagonale romba su okomite.

3) U svakom trokutu nasuprot dviju strani-
ca jednakih duljina leze jednaki kutovi.
P: U trokutu dvije su stranice jednakih
duljina.

Q: Kutovi nasuprot tih stranica su jed-
naki.

4) Talesov pouCak. Svaki obodni kut nad
promjerom kruznice pravi je kut.

P: Dani kut je obodni kut nad promje-
rom kruznice.
Q: Dani kut je pravi kut.

5) Pitagorin pou€ak. Zbroj kvadrata du-
ljina kateta a i b svakog pravokutnog
trokuta jednak je kvadratu duljine hipo-
tenuze c.

P. ai b su duljine kateta pravokutnog
trokuta, a c je duljina hipotenuze.
Q: Vrijedi jednakost & + b? = ¢2.

6) Vieteov pouCak. Ako su X i Xz rjeSenja
kvadratne jednadzbe ax? + bx + ¢ = 0,
onda vrijede jednakosti

X1+ X2 = b xx—C
1 2="3 M2 =g

P: X1 X2 surjeSenja kvadratne jednadz-

be ax? 4+ bx + ¢ = 0.

Q: Za brojeve x1 i X2 vrijede jednakosti
b c

X1+X2——a, Xlxz—a.

*k * *k

Da bi se lakSe moglo izdvojiti pretpos-
tavku i tvrdnju u teoremu, teorem se obicno
formulira reCenicom oblika “ako ..., onda
...". Prvi dio reCenice tada je pretpostavka
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P, adrugi tvrdnjaQ. Prednost ovakvog zapisa
teoremau vezi s pitanjem strukture teoremai
razumijevanja je oCita. Zato je pozeljno sva-
ki pouCak u nastavi matematike formulirati
i utom obliku, tj. tako da prvi dio, pretpo-
stavka, zapocCinje rijecju “ako”, a drugi dio,
tvrdnja, zapocinje rijeju “onda’. Naravno,
kadgod je to moguce uciniti na prirodan na-
¢in. U primjeru 2 tgj oblik ima samo poucak
6). Preformulirgimo i ostale.

Primjer 3.

1) Akosuai b uzastopni parni brojevi, on-
da je umnozak ab djeljiv sa 8.

2) Ako je dani Cetverokut romb, onda su
njegove dijagonale okomite.

3) Ako su u trokutu dvije stranice jedna-
kih duljina, onda su kutovi nasuprot tih
stranica jednaki.

4) Talesov poucak. Ako je dani kut obodni
kut nad promjerom kruznice, onda je taj
kut pravi kut.

5) Pitagorin poucak. Ako su a i b dulji-
ne kateta, a ¢ duljina hipotenuze pra-
vokutnog trokuta, onda vrijedi jednakost
a’ +b? =2

* * *

PoucCak se moze formulirati i na natin
da se pretpostavka i tvrdnja odvoje u poseb-
ne reCenice. | u takvom ducaju nije tesko
izvrSiti preformuliranje na gore navedeni ob-
lik, ai obi¢no nema potrebe. Krate reCenice
selaksei brze shvatqju.

Primjer 4. Dokazni zadaci s matema-
tickih natjecanja.

1) Neka su brojevi a, b, c, d redom ostaci
dijeljenjabrojansa2, 3,5i 11. Dokazi-
tedaje zbroj 15a+ 10b + 6¢ + 30d — n
djeljiv sa 30.

2) U trokutu ABC duljine stranicaa, bi c
povezujejednakosta+b = 2c,a > b. 1z
vrhaC povugene suvisinaCD i teZinica
CE. Dokazite daje |DE| = a— b.

3) Danjetrapez ABCD. Polovistem M kra-
ka AD nacrtana je okomica na pravac
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BC. Ako je N noziste te okomice, do-
kaZite da je povrdina P trapeza dana sa
P =|BC| - IMN|.

4) Neka su aj, &, ..., an, ant1 razliciti
prirodni brojevi manji od 2n. Dokazite
da se medu njimamogu nati bar 3 broja,
tako da je jedan od njih jednak zbroju
druga dva.

5) Kompleksni brojevi z, z,, z3 pridruze-
ni su trimatockama Ty, T, T3 kruznice
k(O,1) i pri tomejez + 2z + z3 = 0.
DokaZite da je trokut T1 T, T3 jednakos-
traniCan.

U svakom od ovih dokaznih zadataka uvjeti
suvrlojasno naznaCeni: odmah se uoCavasto
je pretpostavka, a sto tvrdnja.

* * *

Logicki zapisteoremaje u obliku impli-
kacijeP — Q. Citamo: “PimpliciraQ”,“P
poviaci Q" ili “AkojeP, ondajeQ". Ovaj tre-
Ci naCin zapisa implikacije rijeCima, kao Sto
smo vidjeli u gornjim primjerima, najpogod-
niji je zarazumijevanje uloge pretpostavke P
i tvrdnje Q u gradnji teorema.

C) Zamijeneli se u teoremu medusobno
pretpostavka i tvrdnja, dobiva se izjava koja
senazivaobrat teorema. Zapis obratateore-
maP = QuoblikuimplikacijejeQ = P.
Obrat teorema ne mora biti istinit.

Primjer 5. Obrati poucaka.
Poucci:

Ako c dijeli a, onda c dijeli umnozak ab.

Ako je u ravnini pravac p okomit na pra-

vac ¢, onda se pravci pi q sijeku.
Obrati poucaka:

Ako c dijeli umnozak ab, onda c dijeli a.

Ako sepravci pi g uravnini sijeku, onda

su oni okomiti.

Obrati poucaka nisu istinite izjave. Nije
tesko nati prirodne brojeve a, b i ¢, odnos-
no pravce p i q u ravnini za koje obrati ne
vrijede.

¥ x
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Nastavna praksa pokazuje da ucenici,
osim potedkoca pri razlikovanju pretpostav-
kei tvrdnje u poucku, imaju dosta poteskoca
i kada je rijeC o obratu poucka i njegovom
formuliranju. llustrirgimo to jednim jednos-
tavnim zadatkom.

Primjer 6. Je li trokut Cije su duljine
stranica

1l)a=8b=15c=17,

2)a=20,b=21,c=29
pravokutan trokut?

UcCenici ispravno krenu u provjeravanje
jednakosti @ + b?> = ¢ : 8 + 15° =
64 + 125 = 169 = 1%, 20° + 21> =
400 + 441 = 841 = 29, di onda najceste
krivo zakljuce da “po Pitagorinom poucku”
dijedi da su oba trokuta pravokutna. Medu-
tim, odgovor na postavljeno pitanje ne dijedi
iz samog Pitagorinog poucka, vet je pove-
Zan s obratom Pitagorinog poucka. Zato je
potrebno taj obrat u nastavi ili formulirati i
dokazati, ili bar formulirati, ai preSucivanje
obrata svakako nije dobro zarazvoj miSljenja
ucenika.

% ¥y

Formulirgjmo obrate triju poznatih 3kol-
skih poucaka. Usporedivanjem ranijih zapisa
tih poucaka rijeCima, lako se uoCava za nasu
svrhu prednost onih zapisarecenicamaoblika
“ako...,onda...".

Primjer 7.

1) Obrat Talesovog poucka. Ako je /ACB
pravi kut, onda je on obodni kut kruznice
nad promjerom AB.

2) Obrat Pitagorinog poucka. Ako za dulji-
ne stranica a, b i ¢ nekog trokuta vrijedi
jednakost & + b? = ¢?, onda je taj tro-
kut pravokutan i pri tome je ¢ duljina
njegove hipotenuze.

3) Obrat Viéteovog poucka. Ako su a,
b, ¢ dani realni brojevi, a # 0, i X
i Xo brojevi za kgje vrijede jednakos-

. c
ti X1 + X2 = ——, X1X2 = —, onda
a a
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Su X; | Xp rjeSenja kvadratne jednadz-
be ax? 4+ bx + ¢ = 0.

Svatri obrata su istinite izjave, tj. teoremi.

*k * *k

D) Uz vet istaknute dvije implikacije
P— Qi Q = Pmogu se promatrati i im-
plikacije s negacijama [P i |QizjavaPi Q.
Negaciju |A neke izjave A Citamo “non A” il
“nije A” i znamo da je ona istinita kad je A
neistinitai obratno.

Primjer 8. lzjavei njihove negacije.
IZjave:
Ne postoji paran prost broj.
Cetverokut kojemu se dijagonale raspo-
lavljaju je paralelogram.
V2 jeiracionalan broj.
Negacije izjava
Postoji paran prost broj.
Cetverokut kojemu se dijagonal e raspo-
lavljaju nije paralelogram.
V2 nijeiracionalan broj. (Afirmativno:
V2 jeracionalan broj!).

Lako seuvidadajeprvaizjavaneistinita,
adrugai tretaistinite. Za njihove negacije
vrijedi, naravno, obrnuto.

¥ x

Cesto sepromatraimplikacija]Q = ]P.
IzZjava |Q = ]P naziva se kontrapozicija
iziave P=— Q. Natg nain sa svakim teo-
remom mozemo povezati dljedece Cetiri im-
plikacije:

P=0Q (teorem)

Q=P (obrat teorema)
1Q=1P (kontrapozicija)
1P=1Q (obrat kontrapozicije).

U kakvom su odnosu te Cetiri implikacije
otkrit ¢e nam iduéi primjer iz planimetrije.

Primjer 9. Sukladnost i sli¢nost troku-
ta

(P = Q) Ako su trokuti sukladni, onda

suoni i slicni.
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(Q = P) Ako su trokuti sli¢ni, onda su

oni i sukladni.

(1Q = P) Ako trokuti nisu sliéni, on-

da oni nisu ni sukladni.

(]P = 1Q) Ako trokuti nisu sukladni,
onda oni nisu ni slicni.

Lako seuvidadasu prvai treCaizjavaigtinite,
adrugai Cetvrta neistinite.

k * k

Veze meduizjavamauoceneu primjeru 9
nisu slucajne. Uvijek suimplikacijeP = Q
i ]|Q =P istovremeno ili obje istinite, ili
obje neistinite. Isto vrijedi i za implikacije
Q= Pi |P=]Q. Zatakav par izjava
kaZzemo da su ekvivalentne. Odavde se dade
zakljuciti dasu od Cetiri na poCetku odjeljka
promatrane implikacije bitne samo prvedvije
(teorem i obrat teorema). Medutim, kada se
prijede na dokazivanje poucaka, pokazuje se
korisnost i drugih dviju implikacija.

Zakljucak. PouCak je jedan od najva-
Znijih matematickih pojmova i njegova ob-
rada zahtijeva posebnu pozornost svakog na-
stavnika matematike. Pravilna obrada toga
pojma omogucuje brzi razvoj matematickog
midljenjaucenikai bolje razumijevanje same
matematike. Zato na kraju ponovo isticemo
osnovna pitanja te obrade:

1) Precizno formuliranje poucka i moguce
preformuliranje poucka.
2) Jasno razlikovanje pretpostavke i tvrdnje

i razumijevanje njihove uloge u gradnji

poucka.

3) Obrat pouckai njegova formulacija.
4) Formulacija negacije neke izjave.

Zarazvoj matematickog i logickog miSljenja
uCenika niSta manje nije vazno ni peto pi-
tanje, pitanje dokazivanja poucaka. No, to
pitanje razmotrit cemo podrobnije u idutem
broju Casopisa.

Jedan zadatak spismenog ispita na M atematickom odjelu
Prirodoslovno-matematickog fakulteta u Zagrebu

(14. veljate 1996.)

Nekaje o skup svih slobodnih mladica u Zagrebu, a @ skup svih slobodnih djevojaka
u Zagrebu. 1zmedu ta dva skupa uspostavimo relaciju < definiranu sa2 zame o, f € @
jem< f ako i samo ako su mi f dogovorili izlazak za Vaentinovo naveCer (moguci su
viSestruki dogovori). Akojem‘’ f, ondami f promatramo kao uredeni par {m f). Re
zliciti parovi <m f) i (m, ') izi€i €euisti klub ako i samo ako su im Zenski €lanovi isti
ili (m £ A m & f). Buduci dajedna osoba ne moze biti na vise mjesta istovremeno,
uspostavljen je sljedeti prioritet klubova: ako je m dogovorio sastanke u vise klubova, oti€i
¢e u ong od njih u kojem se ukupno dogovorilo ngjvise parova. Provjerite postoji li klub
(ili klubovi), i uz koje uvjete, u kojem (kojima) sigurno nijedna djevojka nete ostati sama,
bez nekog od svojih dogovoral A klub(ovi) u koji(-e) e sigurno doCi svi parovi koji su se
tamo dogovorili? Formulirgjte uvjet da sigurno postoji klub u kom ¢e do€i do tucnjave oko
neke djevojke (smatrajte da do tucnjave dolazi ako se na istom mjestu nade vise mladical
dogovorenih s istom djevojkom). Ako definiramo Ly, kao skup svih klubova u kojima m
ima dogovor, Sto predstavljaju rpnir(max Lm) i mn?x(min Lm), gdje minLy, i max Ly, gledamo
sobzirom na prioritet kako je gore definiran? Sve svoje tvrdnje dokaZite!
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