Obljetnice

175 godina
od otkrica
neeuklidske
geometrije

Zdravko Kurnik, Zagreb

23. veljaCe 1826. godine ruski matema-
tiCar Nikolaj Ivanovi¢ Lobacevski izlozio je
na zasjedanju Fizicko-matematickog fakul-
teta Sveucilista u Kazanju svoj rad “ Kratko
iZlaganje osnova geometrije sa strogim do-
kazom teorema o paralelnim pravcima” . Tgj
dan smatra se danom rodenja novog geome-
trijskog sustava — neeuklidske geometrije.
U popratnom pismu on je molio da se rad
razmotri i odobri zatiskanje. Medutim, pov-
jerenstvo sastavljeno od tri profesora nije se
udostojilo dati bilo kakvo miSljenje o ovom
velikom otkri€u. Nerazumijevanje novihide-
ja u Rusiji bilo je potpuno. Svoj rad on je
kasnije, veC kao rektor Sveucilista, ukljucio
u svoje opseznije djelo “ O osnovama geome-
trije”, tiskano tijekom 1829. i 1830. godine
u “ Kazanjskom vjesniku” .

Stvargjuéi novu geometriju LobaCevski
je napravio prekretnicu u razvoju geometri-
jei izveo pravu revoluciju u matematickom,
pai u cjelokupnom ljudskom midljenju. Od
stranih matematiCara nove ideje mogli su u
to vrijeme posve razumjeti i cijeniti samo ve-
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liki njemacki matematicar, fiziCar i astronom
Carl F. Gauss i madarski matematiCar Janos
Bolyai, jer sui sami doSli na pomisao o po-
stojanju neeuklidske geometrije. Gauss je
osnovne ideje neeuklidske geometrije imao
razradene ve€ 1824. godine, ali se zarekao da
zaZivotanetedopustiti njihovo objavljivanje,
buduti da“ ...veCina ljudi nema uopce pravi
ogetaj zato, o Cemu setu radi”. Bolya je
do svojih rezultata doSao 1825. godine, ali
ih je objavio tek 1832. godine kao dodatak,
“ Appendix”’, udzbeniku elementarne i viSe
matematike svoga oca Farkasa.

Ubrzo se iz korespondencije oca i nje-
gova prijatelja Gaussa upozngje i s radom
LobaCevskog i saznaje da mu ne pripada pri-
oritet otkrica nove geometrije. To saznanje
na njega porazno djeluje i on podlije toga ni-
je iz matematike vise nista objavio. Jedino
Lobacevski, i pored svih neprilika i napa
da, ne odustaje i ustraino se bori za svoje
idgje, razradujuci i pojadnjavajuci ih u dva
svoja nova djela: “ Imaginarna geometrija”
(1835.) i “Primjena imaginarne geometrije
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na neke integrale” (1836.). Nekoliko dje-
detih desetljeta neeuklidska geometrija bila
je, zahvaljuti vladajutem polozaju euklidske
geometrije i Kantovom idealistickom shva-
Canju prostora, zapostavljena i ignorirana od
veCine matematiCara. No, kada je godine
1860., pet godina nakon Gaussove smrti, po-
¢elo objavljivanje njegove korespondencije,
matematicka javnost doznala je i za njegovo
pohvalno midljenje o radovima L obaCevskog
i Bolyaija. Gaussov veliki autoritet pojacao
je tada interes matematiCara za neeuklidsku
geometriju.
x5

Podsjetimo se malo podrobnije nato va-
Zno, 175 godinastaro otkrice kroz jedan krati
povijesni osvrt.

Dol lll. stoljea p. K. gréki matematiCari
skupili su veliko znanje i razvili djelotvorne
istrazivaCke metode. Zato je bio sasvim pri-
rodan pokusgj da se dotadaSnja matematika
sistematizira i cijela ili neke njezine teorije
zasnuju na odredenom broju jednostavnih is-
tina, polaznih tvrdnji, koje se pretpostavljgju
kao tocne i bez dokaza. To je ucinio Euklid
oko 300. godine p. K. u svom glasovitom dje-
lu“Elementi” u 13 knjiga. | pored izvjesnih
nedostataka ovo je djelo §ano dostignuce
antike. ViSe od 2000 godina ono je sluzilo
kao uzor sustavnog izlaganja elementarne ge-
ometrije i sve do XIX. stoljeca bilo osnovni
udzbenik iz kojeg se ona ucila.

Na pocetku “ Elemenata” Euklid daje
pregled nuznih definicija i polaznih tvrdnji
geometrije, podijeljenih u dvije skupine. Po-
laznetvrdnje prve skupine karakteriziraju op-
ca svojstva veliCina i nazivaju se aksomi.
Imaih 9. Takva je naprimjer tvrdnja “cjeli-
naje vetaod dijela’. Polazne tvrdnje druge
skupine imaju Cisto geometrijski karakter i
nazivgju se postulati. Imaih 5. Zatim se
na temelju aksioma i postulata putem logic-
kog zakljucivanjaizvodei dokazuju teoremi i
postupno izgraduje cijelageometrijaravnine.
Evo skupine od pet Euklidovih postul ata:

I. Od svake tocke do svake tocke moze se
povuéi pravac.
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I1. OgraniCeni pravac moze se neprekidno
produzavati po pravcu.

[11. 1z svakog srediSta sa svakom udaljenos-
€u moZze se opisati kruznica.

IV. Svi pravi kutovi medusobno su jednaki.

V. Ako pravac koji sijeCe dva druga prav-
ca tvori s njima s iste strane unutarnje
kutove Ciji je zbroj manji od dva prava
kuta, ta dva pravca neograni¢eno pro-
duZena sastaju se s one strane na kojoj
jetaj zbroj manji od dva prava kuta.

Pomocu V. postulata dokazuju se mno-
gi teoremi elementarne geometrije. Medu
njima su i tvrdnje koje su mu ekvivalentne.
U naSim udzbenicima V. postulat iskazuje se
u sljedetem ekvivalentnom i jednostavnijem
obliku:

(Ep) Tockom izvan pravca moze se povuti to-
¢no jedan pravac paralelan s tim prav-
cem.

<]

* * *

Sve do XIX. stoljeta nitko nije sumnjao
u to da su svi Euklidovi postulati apsolutne
i postojane istine i da je euklidska geome-
trija jedini geometrijski sustav. No, jedan
je postulat od davnine privlaio posebnu po-
zornost: V. postulat. Razlog je dosta o€i-
gledan. Tq postulat je u odnosu na ostale
znatno slozeniji i stvorilo se miSljenje da je
on ovisan o ostalim postulatima, te se pre-
matome moze pomocu njih dokazati. Mnogi
matematiCari pokusali su dokazati V. postu-
lat. BezuspjeSno. MatematiCari su se, dakle,
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pretezno bavili V. postulatom, iako Euklido-
vaaksiomatikaimanekoliko drugih uocljivih
nedostataka kao Sto su nepotrebne definicije
osnovnih pojmova, zavisnost postulata (1V.
postulat je nepotreban) i nepotpunost sustava
aksioma (s danadnjeg glediSta manjka Citav
niz potrebnih aksioma, na primjer Arhime-
dov). To €e pitanje primjereno razrijeSiti tek
njemacki matematiCar David Hilbert 1899.
godine u svom poznatom djelu “ Osnove ge-
ometrije’.

Problem V. postulata LobaCevski je po-
Ceo sagledavati tako $to je u svom udzbeniku
“ Geometrija” iz 1823. godine najprije izd-
VOjio sve ono $to ne ovisi 0 tom postulatu.
Tako je prvi puta u svijetu potpuno odvojena
tzv. apsolutna geometrija. Analizira posto-
jeCe dokaze V. postulata, dolazi do odredenih
zakljuCaka o njimai pokuSava gai sam doka-
zati, ali uskoro uvida dajeto uzaludan posao
i donosi presudan zakljucak: V. postulat je
nedokaziv! Zatim je problemu pri%ao s no-
ve strane. Uocio je daje Euklidov zahtjev u
V. postulatu, odnosno u ekvivaentnoj tvrd-
nji (Eg) previse uzak (paralele su okomice
naisti pravac), a po njegovom misljenju teo-
rija paraelnih pravaca mora biti openitija i
dublja. Tojebilaprijelomnatocka. Tri godi-
ne pojacanih napora u istrazivanjima stroge
izgradnje osnova geometrije konaCno su ga
dovele do rjeSenja problema.

Kako jeto Lobatevski postigao? Pogle-
dajmo pazljivo donju sliku.

Nekasu u ravnini dani pravac ABi izvan
njega tocka C i neka je CD okomica na pra-
vac AB, a E'E okomica na pravac CD u tocki
C. Sadasepromatraju razliciti pravci tockom
C. Jedni od njih, kao naprimjer pravci CGi
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CH, sijeku pravac AB. Sdruge strane, pravac
E'E ne sijeCe tgj pravac. Prema V. postulatu
dijedi daje pravac EE jedini pravac tockom
C koji ne sijeCe pravac AB. | obrnuto, ako
uzmemo da je pravac E'E jedini pravac toc-
kom C koji ne sijeCe pravac AB, onda vrijedi
V. postulat. Drugim rijeCima, te dvijetvrdnje
su ekvivalentne.

LobaCevski krete novim putem. On uzi-
ma da postoji jos najmanje jedan pravac
razli¢it od pravca E'E, recimo pravac F'F,
koji prolazi tockom C i ne sijeCe pravac AB.
U tom slucaju i svi pravci tockom C unutar
kutova <FCE i <F'CE’ ne presijecaju pra-
vac AB, pau ravnini tockom C prolazi zapra-
vo beskonatno mnogo pravaca koji ne sijeku
pravac AB. Sada se svi pravci koji prole-
ze pravim kutom <DCE dijele u dvije klase:
pravce koji sijeku pravac ABi pravce koji ga
ne sijeku. Odavde dlijedi da postoji granicni
pravac KK’ koji razdvaja te klase. Lako se
pokazuje da taj pravac pripada drugoj klasi.
Na temelju simetrije postoji i drugi granicni
pravac LL' koji u pravom kutu <E'CD dijeli
pravce nadvije dicne klase.

Grani¢ne pravce KK’ i LL" LobaGevski
je nazvao paralelama s pravcem AB, a kut
o = YDCK = 4DCL kutom paralelnosti.
Ravnina u kojoj se ostvaruje zahtjev Loba
Cevskog danas se nazivaravnina L obacevs-
kogili hiperboli¢karavnina.

Prema tome, pitanje paralelnih pravaca
LobaCevski je razrijeSio na tg nacin da je
Euklidov V. postulat zamijenio novim aksio-
mom o paralelnim pravcima koji glasi:

(Lo) Totkom izvan pravca u ravnini prolaze
dva pravca koji su paralelni stim prav-
cem.

Na temelju aksioma (L) i ostalih aksi-
oma LobaCevski izgraduje novi geometrijski
sustav koji je on nazvao imaginarna geo-
metrija. Gauss je toj geometriji dao naziv
neeuklidska geometrija. Danas se ona jos
naziva geometrija Lobacevskog ili hiper-
bolicka geometrija.

Zanimljivo je pogledati neke postavke
novootkrivene geometrije:
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1) Zbroj kutova u trokutu manji je od dva
prava kuta.

2) Trokut je odreden svojim kutovima, pa
zato ne postoje dicni nesukladni trokuti.

3) Postoji trokut maksimalne povrsine.

4) Skuptocakajednako udaljenihod pravca
nije pravac.

5) Postoji apsolutna jedinica za mjerenje
duljine.

Vecina teorema hiperbolicke geometrije
razlikuje se od euklidskih. S druge strane,
u malim dijelovima hiperbolicke ravnine svi
odnosi su priblizno euklidski.

* * *

LobaCevski je daleko razvio idegje nove
geometrije, ai do kragja Zivota nije nasao od-
govor navazno pitanje: je li geometrijakoju
je otkrio neproturjeCna? Postoji i midljenje
da veliki Gauss nije objavio rezultate svojih
istrazivanja o neeuklidskoj geometriji upravo
zato §to joS nije znao odgovor hagornje pita
nje. Odgovor napitanjei potvrdanovih ideja
nadena je tek poslije smrti svih triju otkriva-
Ca

Dokazivanje neproturjeCnosti nove geo-
metrije poCinje 1868. godine pojavom radova
talijanskog matematiCara E. Beltramija. Za
hiperbolicku geometriju vaznu ulogu odigra-
laje pri tomejednaravninskakrivuljai jedna
rotacijskaploha. Krivuljasenazivatraktrisa
i imasvojstvo dajeduljinaodreskatangenteu
bilo kojoj njezinoj tocki od diralistado gecis-
tasjednim Cvrstim pravcem — osi traktrise,
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konstantna. Rotacijom traktrise oko njezine
0si nastagje plohakojase nazivapseudosfer a.
Geometrija na pseudosferi 1okalno je hiper-
bolickageometrija. Tu plohu vidite nadonjoj
dici.

NeproturjeCnost nove geometrije prvi je
u potpunosti dokazao njemacki matematicar
Felix Klein 1872. godine u svojoj glasovitoj
raspravi, poznatoj pod nazivom* Erlangenski
program” , proucavajuci jedan euklidski mo-
del hiperbolicke ravnine. Tocke hiperbolicke
ravnine su tocke unutrasnjosti jednog kruga,
pravci hiperbolicke ravnine su tetive kruga,
a paralelnim pravcima hiperbolicke ravnine
odgovaraju tetive koje imaju jednu zajednic-
ku krainju tocku. Nije te3ko vidjeti da je
u ovoj interpretaciji hiperbolicke ravnine za-
dovoljen aksiom paraelnosti Lobatevskog.
Kad bi u nekom svom dijelu nova geometrija
bila proturjecna, proturjecnost bi se pojavila
i u navedenom modelu, ato znaci i u samoj
euklidskoj geometriji.

Otkrice hiperbolicke geometrije dalo je
snaZan poticaj brzem razvoju geometrije, ma-
tematike, pai drugih znanosti: izgradene su
brojne nove neeuklidske geometrije, izrastao
je suvremeni pogled na geometriju, potaknut
je daljnji razvoj aksiomatske metode, doslo
je do kidanja starih filozofskih nazora o pro-
storu i vremenu i oblikovanja novog shvata-
nja prostora, pojavile su se nove mogucnosti
primjene geometrije. Drugim rijeCima, pre-
kretnica ljudskog mi8ljenja. A na pocetku te
prekretnice tri imena: Bolyai, Gaussi Loba-
Cevski.
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