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Metodika uvodenja

novih pojmova

Zdravko Kurnik, Zagreb

ProuCavanje oblika misljenja i njihovo
pravilno ispoljavanje kod ucenika igra \vaz
nu ulogu u nastavhom procesu. U proslom
broju Casopisa “Matematika i Skola” u ¢lanku
[2] opisan je poseban oblik misljenja so-
jJam. U prikazu matematickih pojmova neka
pitanja vezana uz njih nisu obraa u punoj
mjeri. Posebno se to odnosi na proces formi-
ranja pojmova i metodiku njihova uvedja.
Zbog vaznosti tih pitanja za razvoj misljenja
uCenika, ovdje ¢e njihova obrada biti tes
detaljnija.

Podsjetimo se da je proces formiranja
nekog pojma postupan proces i da ima tri
stupnja:

I. Promatranje i opazanje. To je pocet-

ni i najjednostavniji stupanj spoznavanja

pojma. Promatraju se konkretni objek-

ti i upoznavaju njihova konkretna svoj-
stva povezana s pojmom. U osnovi ovog
stupnja je, prema tome, osjetilna spoz-
naja.

II. PredodZba o pojmu. Drugi stupan;j je
uoCavanje neceg opceg i zajednickog ob-
jektima u promatranom skupu.
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[ll. Formiranje pojma. TrecCi stupanj je
izdvajanje bithnog opceg svojstva takvih
objekata.

U procesu nije tesko prepoznati nekoli-
ko znacajnih znanstvenih postupaka: anali-
zu, sintezu, apstrahiranje i poopcavanje. To
znacCida pojam nakon paZljive analize nastaje
apstrahiranjem svojstava objekata koji stvar-
no postoje u svijetu oko nas i poopéavanjem.

Proces formiranja pojmova u nastavi ma-
tematike ne mora, a vrlo Cesto i ne heoz
biti precizan i strog kao isti proces u znanos-
ti. Sve ovisi 0 uzrastu i predznanju ucenika.
U osnovnoj skoli on se treba sto paZljivije i
primjerenije provoditi. Svaki njegov stupan;
ima tada odreenu teZinu i vaZznost za raz-
voj misljenja ucenika. Prijelazom s jednog
stupnja na drugi razina misljenja uc¢enika se
povisuje. Kriti€no mjesto obrade nekog poj-
ma je prijelaz na onaj stupanj u kojem pocinje
postupak apstrahiranja, jer je prijelaz s kon-
kretnog na apstraktno za neke ucenike dosta
teZzak. Proces zavrSava definicijom. U sred-
njoj skoli proces formiranja pojmova ¢esto
se skracuje. Nisu uvijek potrebni svi njegovi
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stupnjevi i do definicije pojma moZe se doc
brze.

Proces formiranja pojmova u nizim raz-
redima moZemo okarakterizirati k&konkret-
no-induktivan a u viSm razredima ka@ps-
traktno-deduktivan llustrirat ¢emo jedan i
drugi nacin pri uvodnju nekoliko poznatih
pojmova.

Primjer 1. Paralelogram.
I. Promatranje i opaZanije.

Cilj: upoznavanje s jednom posebnom
vrstom Cetverokuta. Zajednicka djelatnost
uCitelja i uCenika zapocinje promatranjem
konkretnih modela Cetverokuta od papira,
kartona, drveta ili Zice. Zatim ucitelj crta te
Cetverokute na ploci ili predoCuje na grafos-
kopu, a ucenici crtaju u svojim biljeznicama.
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Mogu se jos promatrati i sli¢ni objekti u
okolini, kako bi se dodatno opravdala, nag-
lasila i motivirala potreba prouc¢avanja novog
pojma.

Ucenici uoCavaju neka svojstva modela
i ucitelj ih upoznaje s ¢injenicom da &) C,

E i F paralelogrami
[I. Predodzba o pojmu.

U narednom koraku ucitelj zahtijeva da
uCenici navedu svojstva paralelograma. Mo-
Ze otekivati da'@ utenici uociti sljedeca svoj-
stva:

Nasuprotne stranice su paralelne.

Nasuprotne stranice su sukladne.

Nasuprotni kutovi su sukladni.

Kutovi uz istu stranicu su suplementni.

Dijagonale se raspolavljaju.
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UocCavanjem nekih svojstava paralelog-
rama, med kojima se razlikuju bitna, nebitna
i ekvivalentna svojstva, u€enici su misaono
od opaZanjgpresi na predodbu o pojmu.

lll. Formiranje pojma.

Prije¢i od predodZbe o pojmu na sam
pojam znaci, pored ostalog, odbaciti nebit-
na svojstva a zadrzati bitha svojstva pojma.
Proces formiranja pojma zavrSava definici-
jom pojma.

Definicija. Cetverokut kojemu su nasu-
protne stranice paralelne nazivapralelo-
gram

Sto je s ostalim bitnim svojstvima poj-
ma? Ona su takaat mogla uci u definiciju
pojma paralelograma, ali sada se ovdje’izric
kao tvrdnje koje treba dokazati.

Poucci:

Nasuprotne stranice paralelograma ima-
ju jednake duljine.

Nasuprotni kutovi paralelograma su jed-
naki.

Susjedni kutovi paralelograma su suple-
mentni.

Dijagonale paralelograma se raspolav-
ljaju.

Primijetimo na kraju da ops€0p pojma
paralelogram ¢ineomboidi, rombi, pravo-
kutnid i kvadrati

Primjer 2. Drugi korijen.
Obradi pojmovalrugi korijeni korjeno-
vanjeprethodi obrada pojmowkvadrat broja
i kvadriranje Uvodenije tih pojmova prirod-
no se motivira razmatranjem ucenicima blis-
kog pojmapovrsina kvadrata Razmotrimo
postupak uvaenja tih pojmova u kratkim cr-
tama.
1) Uvodenje pojmovévadrat brojai kvad-
riranje je jednostavnije. Za to je dovolj-
no samo promatranje umnoska broja sa
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samim sobom. Uzmemo li konkretno da
je duljina stranice kvadrata redom 734

2 . : .

c povrSina kvadrata je redom umtadz
2 2 .

7-7,43-4.3, EE Te umnoske zapisu-

. L. 2\2 .
jemo na novi nagin kao?74.3?, <§) i

zovemo kvadratima brojeva 7, 4%,

Opcenito, ako ja duljina stranice kvad-
rata, njegova povrsin@ zapisuje se u obliku
P=a’

Postupak proSirujemo i na negativne bro-
jeve patako primjerice umriks (—9) - (—9),

(—11.8)-(—11.8), (—%) . (—é) zapisujemo

2 2 2\2
kao(—9)2, (~11.8) ,(-5) .
Opcenito, ako jex neki broj, umndak
X - X zapisuje se u obliku? i zove sekvadrat

broja x.

Sada se lako uvodidrugi pojam. Za svaki
broj x postoji jedinstven kvadrat®. Pridru-
Zimo li broju x njegov kvadrak?, dobivamo
jednu funkciju koja se nazivievadriranje

2) Uvodenje pojmovadrugi Korijeni kor-
jenovanjeje nesto sloZenije. Za moti-
vaciju opet uzimamo povrsinu kvadrata,
ali sada problem promatramo u obrnu-
tom smjeru. Do tih pojmova doéemo
traZenjem odgovora na sljedece pitanje:
kolika je duljinaa stranice kvadrata ako
je poznata njegova povrsie? Uzmi-
mo konkretno da je povrSinakvadrata

49 3
redom 64, 2.891—00, 2, 5.1,1—0. U prva

tri slucaja lako nalazimo da je duljira

stranice kvadrata redom 8, 1%—, jerje

7.2 49
2 _ 2 —_— = —
82 — 64, 172 = 2.89, (10) s

U ostala tri slu¢aja odgovor nije tako lak.

U svrhu rjeSavanja ovog problema treba
uvesti jedan dodatni pojam.

Pogledajmo ponovo na$ problem. Poz-

nata je povrsSina kvadrata, a nepoznata duljina

njegove stranice. Oznacimo li tu nepoznatu
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duljinu sax, ona je ocito rjieSenje redom jed-
nadbe

49
2 2 _ 2 _
Xxc=64 x-=289 x = 100
3
2 2 2
X X , X 0

U ovim jednadzbama nalazi se kvadrat ne-
poznanice pa su to konkretni primjeri tzv.
kvadratne jednad®e Opci oblik kvadratne
jednadZbe ove vrste je

x*=b (b>0).

Prema tome, problem odrednja dulji-
ne stranice kvadrata kada je poznata njegova
povrsSina svodi se na rjeSavanje gornje kva-
dratne jednadZbe. Za prethodne konkretne
kvadratne jednadZbe uoCavamo: jediimdz
x? = 64 ima rjeSenja 8 -8, jednadba
x? = 2.89 rjeSenja 1.7 1.7, a jednadz
bax? = 49 rjeéenjal i —1. Budud da

100" 710 10

postoje kvadrati kojima su povrSine jedna-

ke 2,5.1 iE, zakljuCujemo da i jednadie

3 -
x2 = 2,x% = 51, x> = — moraju ima-
ti rjeSenja. A to zapravo znaci da kvadrat-
na jednadaax? = b mora imati rjeSenje za
svaki pozitivni brojb. Tako smo motivirali
sliedecu definiciju.

Definicija. Pozitivan brojx za koji je
x2 = b, gdje jeb zadan pozitivan broj, naziva
sedrugi korijen iz broja bi ozna@va say/b.

Pozitivan brop i drugi korijen iz brojab
povezuje, dakle, osnovna jednakogh)? =
b.

Vb je jedno rjesenje kvadratne jediadz
bex? = b. Odmah se vidi da je+/b rjee-
nje te jednadzbe, jer jgi-vb)? = (vb)? =
b, pa ta jednadZba uvijek ima dva rjeSenja,
pozitivan brojyv/b i negativan broj-+/b.

Sada nije tesko reéi kolike su duljine
stranica kvadrata kojima su povrsine 2, 5.1,

3 . 3
o Te duljine sw/2,v/5.1, {/ o
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Primjer 3. Kvadratna jednadzba.

1) U prethodnom primjeru razmatran je po-

seban oblik kvadratne jedn&uizx? = b.

To je ve€ dobar pocetak. Motivaciju za

uvotkenje pojmaopce kvadratne jedriadz

be moZemo dobiti iz niza jednostavnih
problema. Primjerice:

Zbroj dvaju brojeva je 2001, a njihov
umnoZzak 961 200. Koji su to brojevi?

U skupu cijelih brojeva problem bismo
mogli pokusati rijesiti rastavljanjem umnos
ka na faktore i kombiniranjem po dva faktora
dok ne dobijemo zadani zbroj. BrZi i sigur-
niji nadin je svotenje problema na rjeSavanje
jednadZbi. Oznacimo li traZene brojevexsa
iy, uvjeti problema dadu se napisati u obliku
sustava jednatdiz

X+y=2001 Xxy= 961200

Supstitucijormy = 2001 x iz prve jednadz
be u drugu dobiva se jednéduz

x? — 2001 + 961 200= 0.

2) Dosli smo do jednadZzbe novog oblika
koju ucenici u tom trenutku ne znaju ri-
jesiti. Zato je prirodno uvesti najprije
novi pojam.

Definicija. JednadZba oblikax? + bx+
c = 0, gdje sua, b, c realni brojevi i pri to-
me a # 0, naziva sealgebarska jednadm
drugog stupnjdli kvadratna jednatza.

Da bi se pojam utvrdio i brZe usvojio, na-
stavnik treba upoznati uc¢enike s nizom kon-
kretnih kvadratnih jednadzbi:

224+ 7x+10=0, X*—9x+/5=0,
%x2+85x=0, —14x%°+1=0, x*>=0idr.
Definiciju i primjere treba dopuniti opisom
koeficijenata kvadratne jednadzbe.

E R

Primjer 4. PovrSina i obujam.
PovrsSina skupa toCaka u ravnini jedan
je od najpoznatijih matematickih pojmova.
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Ucenici vrlo uspjesno racunaju povrsine ra-
zlicitih likova primjenom poznatih formula.
Ali, sto je to poviana? Na ovo pitanje malo
koji bi u¢enik znao odgovoriti, a ono ¢esto
zbunjuje i studente matematike. PotraZimo
odgovor.

Tijekom mnogih stolje¢a ljudi su mje-
rili povrSine, rade to neprestano i danas, pa
potrebu prou¢avanja povrsine i nije potrebno
posebno isticati. Pri mjerenju povrsine tdos
su do razlicitih svojstava povrsine. Prirodno
se izdvajaju sljedextetiri jednostavna svoj-
stva povrSine iz kojih se mogu izvesti sva
ostala svojstva:

Povrsina je uvijek nenegativan broj.

Ako je neki lik sastavljen od dijelova,
onda je njegova povrsSina jednaka zbroju po-
vrSina tih dijelova.

Sukladni likovi imaju jednake povrsine.

Kvadrat sa stranicom duljine 1 ima po-
vrSinu jednaku 1.

MoZe se bez ikakve sumnje’ieta ove
¢injenice ucenici intuitivno znaju. Nuo je
samo to znanje aktivirati! Tako se na jedno-
stavan nacin dolazi do motivacije kako da se
uvede pojam povrsine poligona koji ucenici
mogu lako prihvatiti.

Definicija. Neka jeP skup svih poligo-
na u ravnini, ukljucujucii prazan skupPovr-
Sinana skupupP je preslikavanje : P — R
koje ima sljedeca svojstva:

1) p(P) > 0 za svaki poligorP.
2) Ako je poligonP zbroj poligonaP; i Py,
ondaje
P(P1+ P2) = p(P1) + p(P2).
3) Ako su poligoniP; i P, sukladni, onda
su brojevip(P1) i p(P2) jednaki, tj.
P1= P, = p(P1) = p(P2).
4) Postoji bar jedan kvadrag s duljinom

stranice 1 takav da jp(K) = 1.

Broj p(P) naziva sepovrSina poligona
P.

Teorija mjerenja obujma skupova toCaka
u prostoru sli¢na je teoriji mjerenja povrsine
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skupova to€aka u ravnini. Posebno su poli-
goni i poliedri vrlo srodni. Zato definiciju
obujma poliedra uvodimo na posve analogan
nacin:

Definicija. NekajeP skup svih polieda-
ra u prostoru, ukljucujuéii prazan sku@bu-
jam na skupupP je preslikavanjes: P — R
koje ima sljedeca svojstva:

1) v(P) > 0 za svaki poliedaP.
2) Ako je poliedarP zbroj poliedaraP; i

P,, onda je

V(P1+ P2) = V(P1) + v(P2).
3) Ako su poliedriP; i P, sukladni, onda
su brojeviv(P1) i v(P2) jednaki, tj.
P12 Py = v(P1) = v(Py).
4) Postoji bar jedna kockK duljine brida
1 takva da jev(K) = 1.
Broj v(P) naziva seobujam poliedra P

x ¥ x

NapomenaPojmovi, opisani u nasce-
tiri primjera, na stanovit na€in medobno
su povezani: u prvom primjeru susreemo
pojam kvadrat u drugom primjeru povis
na kvadrata i poseban oblik pojrkeadratna

jednadba motivirali su nam potrebu uvad
nja pojmadrugi korijen, u treCem primjeru
razmatra se pojarkvadratna jednadz, a u
cetvrtom primjeru odgovara se na pitarie s
je zapravgoovrsina

Neka nam na kraju kao stanovit saz
tak razmatranja posluzZi ova misao poznatog
francuskog matematiCaradaheta:

“Ako je nesto zaista potrebno, onda je to
iskorjenjivanje dogmaticke metode: ne treba
davati nikakvih definicija, a da se ne ukaz
kako su one iznikle, zasto su nuzne, kako se
primjenjuju”.

Misao je vrlo jasna i dobro ukazuje na
smjer kojim se treba kretati proces formiranja
pojmova. U skladu je s opisom toga procesa
u ovom danku.
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Izrezite lijevi trokut na Sest dijelova kako je naznaceno na slici. PresloZite dijelove u novi trokut kao na slici desno.
Jesu li trokuti sukladni? A Sto je s rupom u sredini? U ¢emu je trik?
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