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Nacelo problemnosti

Zdravko Kurnik, Zagreb

Sustav nacela nastave matematike

Polazne postavke i temeljne ideje na os-
novu kojih se izvodi nastava zovu se, kao
Sto znamogdidakticka nacela. Ona su op-
¢e smjernice odgojno- obrazovnog rada i kao
sastavni dio teorije nastave odtgd se ci-
lievima nastave i odgoja, potrebama trues
nog razvoja i osobitostima Skolske djelatnosti

ucenika, zasnovane na odgovaraju¢em stup-

nju njihovog psihickog razvoja. S druge stra-
ne, didaktiCka nacela odrefl naCine preno-
Senja ucenicima odredih znanja, razvijanja
njihovih umijeca, navika i sposobnosti — na-
stavne metode.

Didakticka nacCela ntagobno su usko
povezana i €ine sustav. Nije rijedak Shjic
da se ostvarivanjem jednog nacela ostvaru-
je i neko drugo nacelo. U temelje didaktike
mogu biti ugraeni razliciti sustavi i s razlie
tim brojem nacela. Jedan od tih sustava Cine
sljedecta nacela:

Nacelo primjerenosti, nacelo zornosti,
nacelo interesa, svjesnosti i aktivnosti, na-
Celo sistematicnosti i postupnosti, nacelo
trajnosti znanja, vjestina i navika, nacelo
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odgojnosti nastave, nacelo individualizaci-
je.

Sva su nacela podjednako vazna, jer iz-
raZavaju bitna polazista nastave. Zato se tre-
baju u nastavi svakog nastavnog predmeta, a
to znac€i i u nastavi matematike, kako u os-
novnoj tako i u srednjoj skoli, podjednako
uvazavati i primjenjivati. Osnovna znacajka
svakog nacela sadrzana je ve¢ u samom nazi-
vu nacela i ona su nastavnicima matematike
uglavnom jasna. Madim, matematika ima
u odnosu na druge nastavne predmete neke
osobitosti zbog kojih se gornji sustav 6bic
no nadopunijuje s jos nekoliko nacela, od ko-
jih navodimo matematici posebno primjerena
dva nacela:nacelo znanstvenosti nacelo
problemnosti. Sva navedena nacela zajedno
Cine tadasustav nacela nastave matemati-
ke.

Nacelo znanstvenosti opisano je u ovoj
rubrici u proslom brojlj%%—a. Cilj je ovog
Clanka da se pobliZe opiSu znacCenje i ajke
drugog istaknutog nacela, nacela problemno-
sti.
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Nacelo problemnosti

Nastava matematike je zahtjevan proces.
Matematic¢ki sadrzaji logi¢ki su povezani i
razlikuju se po sloZenosti i teZini. Neki su
izrazito sloZeni i teski i za njihovo razumije-
vanje potreban je ve¢i umni napor. Nastavnik
matematike nastoji smanijiti ovutastu pri-
mjenjujuéi nacela postupnosti i primjerenos-
ti. Medutim, sam ucenik Cesto se prema tome
odnosi sasvim drugacije. On tome pristupa
povrsno, ne primjecuje tu nikakvih problema
ni tekoca, pa ne ulaZe za razumijevanje po-
treban napor, njemu se sve ¢ini jasnim. Ova
jasnoca potjeCe od neukosti i moZemo je na-
zvatijasnoca od nedostatka shvacanja.

llustrirajmo to s nekoliko sluCajeva iz
nastavnicke prakse.

Primjer 1. Dogodilo se...

1) Na pitanje Sto je paralelogram,’itic
telj dobiva odgovor:Paralelogram je Cetve-
rokut kojemu su nasuprotne stranice paralel-
ne i jednakih duljina.

Malo ¢e koji u¢enik znati da se u ovom
odgovoru krije definicija i poucak.

2) Kako se definiraju okomiti pravci i
pravi kut? Mozla ovako: Pravci koji zat-
varaju pravi kut nazivaju se okomiti pravii
Pravi kut je kut kojemu su kraci okomiti.

Nesto nije u redu, zar ne? Ovakav par
definicija “provjeren” je u metodickoj radio-
nici!

3) Motivacija potrebe obrade obrata Pi-
tagorina poucka pocinje pitanjerde li trokut
s duljinama stranica a= 5, b =12, ¢ =13
pravokutan?

Ucitelj nije iznena@n kad ucenik napés
jednakosti 5+122 = 25+ 144 =169 = 1%

i odgovori da vrijedi Pitagorin teorem i da je
trokut pravokutan. On u tom trenutku ni-
je svjestan pogresnosti svog zakljucivanja.
Ovakva pogreska moZe se naci i u ponekom
udZbeniku. Naravno, nakon dokaza obrata
Pitagorina teorema provjera na ovaj nacin bit
Ce valjana.

h\74
ﬁ 14, 2002

4) Pogledajmo tvrdnjuSvi pravi kutovi
jednaki su jedan drugonmJcenik primjecuje
da se to samo po sebi razumije i nije mu jasno
Sto se tu ima dokazati. Zapravo, djelomic
je u pravu i blizu je pojmu aksioma! Izjava
je kod Euklida zaista aksiom, ali danas je ona
poucak i dade se dokazati.

5) Nejednakosta;r—b > v/ab koja po-
vezuje aritmeticku i geometrijsku sredinu po-
zitivnih realnih brojevaa i b u¢enik dokazuje
ovako:

a+b2

5 Vab =— a+b>2vab

— a+b-2V/ab>0
— (Va?+ (vVb)* - 2v/avh >0
— (vVa-+vbh)?>0.

On ne shvaca da to nije dokaz i zasto to nije
dokaz(v. [4]).

x ¥ x
Sto treba uginiti nastavnik matematike
kada ucenici ne zamjecuju probleme i kad im
je odmah “sve jasno”? Metodika nudi jed-
nostavan odgovor na to pitanje: treba primi-
jeniti nacelo problemnosti! Nacelo moZemo
iskazati vrlo kratko:

[Najprije u€initi nejasnim, a zatim jasnim.

To znaci da razmatranja treba produbi-
ti i uCenike staviti pred problem. Pri tome
mora se paziti da novi zahtjevi budu prim-
jereni vecCini uCenika. Svako produbljivanje
povlaci u prvom trenutku nestajanje prethod-
ne jasnoce. Nejasnoca koja se pojavi prvi je
znak uspjeha. Sada je potrebno dosta truda
i dodatni umni napor da se savladaju nasta-
le tekoce i razrijeSe problemi. Ponovo se
pojavljuje jasnoca, ali na visoj razini. To je
jasnoc€a spoznavanja.

UcCenici nisu uvijek spremni na promje-
nu situacije i povisenje razine njezine prob-
lemnosti. Mogu biti kriticni prema takvom
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obliku rada. Medtim kriticko misljenjece-
sto je crta kreativnosti. Zato i njega treba
kod utenika pravilno usmjeravati i razvijati.
Sve to nije jednostavno ostvariti i zahtijeva
od nastavnika matematike mnogo strpljivosti
i umjesnosti.

Pogledajmo kako se nacelo problemno-
sti primjenjuje i ostvaruje pri obradi nekoliko
odabranih matematickih sadrzaja.

Primjer 2. Pitagorin poucak.

1) Tradicionalna obrada ove teme ima
jedan izraziti metodicki nedostatak: pocinje
naje¥e tako da se odmah na pocetku iska-
Ze svojstvo duljinaa, b i c stranica pravo-
kutnog trokuta u obliku Pitagorina poke
¢ = a + b?. Nerijetko manjka i dokaz, vec
se brzo prelazi na primjenu poucka na raz-
ne geometrijske kove. Tonije pogresno, i
na taj naa ucenici ¢e usvojiti poucak, pos-
tat Ce njihovo trajno znanje, pogotovtn<e
ih Pitagorin poucak “pratiti” tijekom daljnjeg
Skolovanja. Medtim, u ovakvoj obradi na-
¢elo problemnosti priliéno je zapostavljeno.

2) Problemski nacin obrade ovog mate-
matickog sadrZaja ima nekoliko izvanrednih
znacCajki. To su: visoka razina samostalno-
sti uCenika, ispoljavanje odredog stupnja
kreativnosti, brzo vlastito “otkfie” nove ma-
tematicke istine® = a? + b?. U obradi ove
nastavne jedinice treba osmisliti samo dva
koraka prije heuristiCkog otkriCa Pitagorina
teoremaito

a) lzraCunavanje povrSine kvadrata u
kvadratnoj mréiz

b) Prouc¢avanje razli¢itih Pitagorinih fi-
gura u kvadratnoj mreZi i sastavljanje tablice
s vrijednostimae?, b?, ¢2.

Oba koraka vrlo su pogodna za primjenu
jedne korisne metode u nastavi matematike
u osnovnoj skoli — metode demonstracije.
Sigurno je da se u ovakvoj obradi Pitagori-
na poucka nacelo problemnosti primjereno
ostvaruje.
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Primjer 3. Svojstva rjeSenja kvadratne
jednadZbe.

Teorijske Cinjenice potrebne za obradu

ovog pitanja su formule za rjeSenjai X
kvadratne jednade ax¥ + bx + ¢ = 0:

Xl:—b+ b2 — 4ac

2a ' *)
Xzz_b_ b2 — 4ac

2a ’

Svaka formula izraZzava jedno od Tges
nja kvadratne jednadzbe pomocu svih njezi-
nih koeficijenataa, b i ¢. No, zanimljivo je i
pitanje veze oba rjeSenja i X, s nekim od
koeficijenataa, b i c. Problemnost ove situa-
cije moguce je izraziti na tri razlicita nacina.
Izbor ovisi 0 predznanju ucenika.

1) Nastavnik precizno postavlja problem
uCenicima. Dokazite da za rjeSenja X X2
kvadratne jednadze aX+bx+c = Ovrijede
jednakosti

b _C
X1+ Xo = —a, X1Xo = 5

Ovdje se radi o jednom poucku. Poz-
nat je krajnji rezultat, a od uCenika se samo
ocCekuje da taj poucak dokaz

2) Nastavnik stvara situaciju u kojoj se
od ucenika zahtijeva da sami razrijeSe prob-
lem koji se u toj situaciji nalazi i gdje jedna
komponenta problemske situacije nije poz-
nata.

Izrazite zbroj X+ X2 i umnoak x X, rje-
Senja % i x, kvadratne jednad®e aX + bx+
¢ = 0 pomocu njezinih koeficijenata ai c.
Ovdje krajnji rezultat nije poznat, ali je
oznacCen smjer u kojem se trebaju provesti ra-
zmatranja. Od ucCenika se oCekuje otkrivanje
formula i formulacija poucka.

3) Nastavnik stvara situaciju u kojoj se
od ucenika zahtijeva da sami shvate, formu-
liraju i razrijese problem koji se u toj situaciji
nalazi.
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Koja veza postoji izmedrjieSenja x i
Xo kvadratne jednade af + bx+c = 0i
njezinih koeficijenata @ i c?

Ovdje ima viSe nepoznanica. Nije po-
znat ni smjer istraZivanja, ni krajnji rezultat.
Od ucenika se ocekuje da sami otkriju da naj-
jednostavniji rezultat daje razmatranje zbroja
X1+ X2 i umnokax; X, rjesenja, ali nastavnik
ne smije biti iznenaen ako kod ucenika nad
i druge formule. Na primjer, formule

b? — 2ac
a2’
b? — 4ac
—
To samo moZe ukazivati na kreativhost nje-
govih ucenika.

U sva tri sluCaja cilj nastave je upoznati
i dokazati tzv. Veteove formulg*). Jedino
se u svakom od njih polazi s drugacije razine
problemnosti.

4) Postoji joS jedan vaZan trenutak pri
razmatranju kvadratne jednadZbe: zapis kva-
dratne jednadZbe pomocu njezinih rjesSenja
X1 1 Xo. Problemnost ove situacije nastavnik
moZe tako i iskazati:

Pronadte nacin zapisivanja kvadratne
jednadZbe kojoj su zadana rjesenjd Xo.

Ovdje je nepoznat zapis kvadratne jed-
naddbeax’+bx+c = 0 u obliku(x—x¢ ) (X —

X2) = 0. Od ucenika se oCekuje da do toga
zapisa dod primjenom Véteovih formula.

X2 + X5 =

X1 — X2 =

sk * sk

Razmotrimo sada jedan tezi problem ko-
ji je pogodan za rad s naprednijim ucenicima
i razvijanje njihovog stvaralackog misljenja.

Primjer 4. Odredvanje cijelog dijela
broja

1 1 1
Xn:1+72+ﬁ++ﬁ (n>(1:Z)

Cijeli dio nekog brojax najveci je ci-
jeli broj koji nije ved od x. Oznaava se
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sa[x]. U naSem slucCaju treba odredjk.

Za male prirodne brojeveodredvanje broja
[Xn] je standardni zadatak i on se moZe rije-
Siti aproksimiranjem pojedinih pribrojnika i
neposrednim zbrajanjem. Ali, koliki je, na
primjer, broj[X1000d ili broj [X400s004? Sada

to postaje teZak problemski zadatak. On se
rieSava primjenom nejednakosti, a problem i
jest u pitanju: kojih nejednakosti?

a) Razmotrimo najprije jednostavniju
problemsku situaciju. U nekim zbirkama za-
dataka moZe se u odjeljku o nejednakostima
i u vezi s nasn problemom naci sljedeéi za-
datak:

DokaZite da za svaki prirodni broj n veci
od 1 vrijede nejednakosti

2V/n—-2<x,<2y/n-1 (2)

Zadatak daje granice broj@. Ako na-
stavnik upozna ucenike s ovim nejednakosti-
ma, teZina polazne problemske situacije time
se naravno snizila i u€enicima preostaju dva
prirodna koraka: dokazi nejednakogbrim-
jenom metode matematicke indukgijeod-
govor na gornje pitanjézracunavanje broje-
va [X1000d = 198, [X4008004 = 4002).

b) Razmotrimo polaznu problemsku si-
tuaciju. Pred ucenicima je sada mnog0evis
nepoznanica. Prva od njih je teorijska osno-
va, tj. one teorijske Cinjenice koje su u najjiz
vezi s uvjetima i ciljem zadatka i koje se ot-
krivaju dubljom analizom. Za to je potreban
ozbiljan istrazvacki rad. Je li teSko otkriti
ideju i pocetni korak?

OgraniCavanije broja, slijeva i zdesna u
svrhu smanjivanja broja mogucnosti za broj
[Xn] javlja se prirodnom idejom, a to ziiac
da teorijske cinjenice treba potraZiti u po-
dru¢ju nejednakosti. Ideja se dalje razvija
ovako: treba pronaci dva izrazgn) i B(n)
koji ovise o prirodnom brojun, tako da je
A(n) < Xp < B(n)idaje razlikaB(n) — A(n)

Sto je moguce manja. Sasvim je jasno’@a c
se ovi uvjeti lakSe ispuniti ako se najprije us-
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piju naci razliCite ocjene za izrazl—n. Ne
treba i€i daleko, vec¢ treba taj broj usporediti
s jednostavnim izrazima. MoZda su to izrazi
vn—1,v/n, vn+ 1, koji se lako uo¢avaju i
sami namég?

Kriticno mjesto analize su pomoéne ne-
jednakosti koje povezuju te izraze. U'eas
slu¢aju izdvajamo, od viSe mogucnosti, slje-
de Getiri pomoéne nejednakosti

vn>vn—-1 2/n<vVn+1++n
2vn>Vn+1+vVn-1,
2y/n>/n+vn-1

One su viSe-manje ocCigledne i “obecavaju”.
Pokazuje se da je to dobar izbor. Njihovim
transformiranjem na oblike
1
— _ 1< —
vn—+vn < NG
1
2Vn+1-2/n< N
1 <vn+1l-—+vn-1
Vvn
1
—<2yn-2v/n-1
BV
mogu se za brof, lako izvesti nejednakosti
VN < Xn 2VN+1-2V241< X,
Xn < VN+1+v/N—V2 x,<2¢y/n—1

Vratimo se naSem problemu. Za zapis
oblika A(n) < x, < B(n) imamo viSe mo-
gucnosti. Najbolji je pomoc¢u druge i Cetvrte
nejednakosti, tj.

2V/n+1-2V2+1<x<2y/n—1 (3)

Primijetimo da je lijeva granica bolja od
nejednakost(2) u gornjem zadatku, a bolja
je iod granice ¥n+ 1 — 2, koja se navodi
u nekim zbirkama.

Samostalno otkrivanje razmatranih i'slic
nih nejednakosti bio bi za ucenike istinski
matematicki doZivljaj i poticaj za nova otk-
rica. Nije jednostavno i lagano, ali je sva-
kako pravi put dubljeg sagledavanja i ucenja
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matematike. | primjerenao ostvarenje nacela
problemnosti.

Zakljucak.

Nacelo problemnosti mora postati jedno
od vodecih nacela nastave matematike. Pri-
mjenom toga nacela nastavnik matematike
moZe potisnuti prividnu jasno¢u, upozoriti
ucenike na probleme koje oni ne uocCavaju,
doprinijeti razvoju matematickog misljenja i
znatno poboljSati vrsnoCu nastave matemati-
ke. Jasno je da Ce rezultati primjene ovog
nacela biti veci u viSim razredima osnovne i
srednje Skole. Nacelo problemnosti posebno
dolazi do izrazaja u nastavnhom sustavu koji
se nazivagproblemska nastava O tome’e u
ovoj rubrici uskoro biti vise rijéc
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