Nadopuna lika

Branimir Dakic, Zagreb

Pri rjeSavanju matematickih zadataka Primjer 1. Teorem o ortocentruPrav-
nastojimo razvijati i graditi sustavne postup- ci kojima pripadaju visine trokuta sijeku se u
ke i metode kojima pristupamo problemima jednoj toCki koja se zove ortocentar trokuta.
i koji nam pomazu pri njihovu rjeSavanju. Ovaj se dokaz temelji na ve¢ dokazanoj
Vetina takvih postupaka su standardizirani, ¢injenici da se simetrale stranica trokuta si-
Cisto Skolskj te ih obradijemo u okviru re-  jeku u jednoj tocki, sredistu trokutu opisane
dovitog nastavnog gradiva na nacin kako to kruZnice.
predvith udZbenik i standardna metodika na- 5 e 4
stave matematike. To su primjerice dokazi
pomocu sukladnosti ili sliCnosti, razne pri-
mjene trigonometrije u geometriji itd. No u
neku su ruku sadrZajniji, kreativniji i sa sta-
novista didaktike produktivniji postupci koji
izlaze iz okvira uobiCajenog i standardnog; to
su zapravo svojevrsne dosjetke koje se mo- &
gu razviti Cak i u posebne metode. Takav je
jedan lijep primjerGaussovo zbrajanjkao i
njegova geometrijska interpretacija.

Povucimo vrhovima trokuta ABCprav-
ce paralelno njegovim stranicama. Ti pravci
. 5 ) - ) Ce zatvoriti novi trokutAAB1C,. Totke A,

U ovom@mo Clanku prikazatijedanjed- B C su polovista stranica trokutaA B, C;.
nostavan postupak koji se Cesto primjenjuje U stoga su pravci koji sadrZe visine malog tro-
geometriji a koji smo nazvaliadopunalika. kuta ujedno simetrale stranica velikog troku-
Neki su nam primjeri dobro poznati iz geo- 5 akako se simetrale stranica svakog trokuta
metrije ravnine. Tako se primjerice velik dio sijeku u jednoj tocki, onda se i pravci kojima

od nekoliko stotina dokazRitagorina pouc-  pripadaju visine trokuta\ABC sijeku U toj
katemelji na dopuni pravokutnog trokuta do  jstoj tocki.
kvadrata ili trapeza. Time je ujedno dokazan i pouc¢ak.

U nastavku ovog Clanka, koji priprema- o _ _
mo za sljedeéi broj Mi®, analogne éemo Primjer 2. Teorem o simetrali kuta tro-
ideje prosiriti i na rieSavanje nekih problema Kuta. Neka simetrala kutg trokuta AABC
geometrije prostora. sijeCe straniclAB u toi D. Tada vrijedi

PrikaZzimo sada na nekoliko primjera ka- |AD| : |DB| = |AC] : |BC|.

ko se dopuna lika koristi pri dokazima, prije Postoji Citav niz vrlo elementarnih doka-
svega nekih poucaka elementarne geometri- za ovog poucka, ali jedan od ljepsih je onaj
je. u kojem se koristi slicnost, a u srednjoj skoli

jos bolje i izravnijeTalesov teorem o propor-
cionalnosti u pramenu pravaca
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PoloZimo to&om B paralelan pravac si-
metraliCD i produZimo stranictAC do sje-
cistaE s tim pravcem.

UoCavamo da jexACD = JDCB =

JCBE= 4BEC= <.

Zakljuujemo da je trokut\BECjedna-
kokracCan, te j¢CE| = |CB| = a.

Sada moZemo primijeniffalesov pou-
Cak o proporcionalnostie je

|AD| : |DB| = |AC]| : |CE| = |AC| : |CB|.
Zaklju¢imo:
Omijer duljina odsje¢aka na koje simet-
rala kuta trokuta sijec¢e suprotnu stranicu jed-

nak je omjeru duljina odgovarajucih stranica
trokuta koje zatvaraju taj kut

N[

Primjer 3. Vrlo je poznata dopuna tro-
kuta do paralelograma uz zadatke koji su ve-
zani uz té@nice trokuta. Tada moZemo jed-
nostavnom i izravnom primjenom poznatog
Poucka o paralelogramiako povezati dulji-
ne t€a3nica i duljine stranica trokuta.

Poucak o paralelogramu glasiAko su
a i b duljine stranica paralelograma,ed f
duljine njegovih dijagonala, tada vrijedi jed-
nakost:

& + 2 =2(a® + b?).
RijeCima, zbroj kvadrata duljina dijagonala
paralelograma jednak je zbroju kvadrata du-
ljina svih njegovih stranica.

Postoji viSe jednostavnih dokaza ovog
poucka a mi prikazimo jedan u kojem se pri-
mjenjujePitagorin poucak
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Neka je dan paralelogradBCDi neka
je |AB| = |CD| = ate |AD| = |IBC| = b.
Neka je jo§AC| =ei |IBD| = f.

PoloZimo okomice iz vrhov& i D na
pravacAB te saE i F ozna¢imo noi&ta tih
okomica. Pravokutni trokuthAFDi ABEC
su sukladni. Oznacimo joPF| = |CE| =V
i |AF| = |BE| = x.

Iz trokuta AFBD slijedi:

& =Vv2+ (a—x)>

Iz trokuta AAECimamo:

f2=Vv2+ (a+x)>

Kad ove dvije jednakosti zbrojimo, do-
bijemo: & + 2 = 2a? 4 2(x?>+Vv?), a odatle,
jer jex? 4+ v = b? slijedi

& + 2 =2(a® + b%).

Primjer 4. lIzraCunajmo duljine t@%-
nica trokutaAABC, ako su zadane duljing
bi cstranica trokuta.

Nacrtajmo trokutAABC i neka je A
poloviste stranicdBC. ProduZimo t&&nicu
AA; do totke D tako da jeA; poloviste duiz
ne AD. Prema opisanoj konstrukciji duZine
ADi BC se raspolavljaju pa sutke A, B, D
i Cvrhovi paralelograma. Ispunjeni su dakle
uvjeti za primjenuPoucka o paralelogramu

(2ta)? 4+ a2 = 2(b? + 2).

Ovu jednakost moZemo zapisati u obliku

1l 7Y —

Time je zadatak rijeSen. Duljine ostalih dviju
teZzsnica dobit Ce se iz ove jednakosti ciklic
kom zamjenom.

No vazno je uvijek isticati sustinu dobi-
venog rezultata, manje njegovu formu, prem-
da dobro gledanje na formu otkriva i pravi re-
zultat. Drugim rijeCima, dobiveni rezultat je
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neovisan o izboru oznaka za duljine stranica
i teziSnice, on nacelno govori o tome kako se
izraCunava duljina nek@ilo koje) teZsnice
ako su zadane duljine stranica trokuta.

Zanimljivo je sada potraZiti rjeSenje obr-
nutog zadatka:Neka se izracunaju duljine
stranica trokuta, ako su zadane duljine svih
triju njegovih t€Bnica.

Rjesenje ovog zadatka je nadohvat ruke,
valja rijesiti sustav jednadiu

42 =20% + 2% - &
4 = 2a% + 2¢% — b?
412 = 2a° 4 2b% — 2,

RijeC je u sustini o linearnom sustavu s ne-
poznanicama?, b? i ¢2. | ovakvi sustavi se
rieSavaju malim dosjetkama. Bit ¢e korisno
prikazati jedno lijepo riesenje.

Zbrojimo sve tri jednadZbe i dobijemo
jednakost 4t2 + t2 + t2) = 3(a? + b? + ¢2).
Zbrojimo li sada druge dvije jednadzbe sus-
tava, imat cemo# + 4t2 = 4a> + b? + c2, a
odatle uzmeme?+b?+¢? = 42+ 4tZ — 3a?

i uvrstimo u gornju jednadzbu. Tako ¢emo
dobiti 4(t2 + t2 + t2) = 3(4t2 + 4t2 — 3a?).

Iz ove posljednje jednadZbe lako se sada
izraCuna

2 o5 oy o

Time smo obavili i ovaj posljednji zada-
tak.

Dobro je uociti kako je ovo povezi-
vanje trokuta i paralelograma prava mala
metodicko-didaktiCka minijatura. Koliko se
samo pritom prod i povez lijepih i koris-
nih Cinjenica da bi se sve zaokruZilo u jednu
cjelinu. Ovakve prigode javljaju se u raznim
situacijama. Nerijetko se u nastavi matemati-
ke nakon nekog obrahog gradiva rjeSavaju
nizovi zadataka s nejasnom svrhom i ciljem.
No, valja imati na umu kako je i vijeZbanje
sastavni dio obrade matematickih sadrzZaja,
Cesto znatno metodicki sloZeniji nego li je
samo izvoénje neke Cinjenice. Samim tim
priprema za sat vjeZbanja obicno zahtijeva
viSe vremena i promisljanja.
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Primjer 5. lzraCunajmo povrsinu tro-
kuta AABC ciji su vrhovi totke A(—2, 2),
B(54)i C(1, 7).

Ovaj Ce primjer malo odudarati od pret-
hodnih, ali upravo je to razlog zbog kojega ga
navodimo. Zadatak je moguce beZke&a
rijesiti ve€ u VII. razredu osnovne Skole pri
obradi koordinatnog sustava u ravnini. Ta-
mo smo ionako skuceni u mogucnosti izbora
primjerenih problema.

Evo jednog lijepog rieSenja zadatka bez
uporabe formule.

Povucimo vrhovimaA i C trokuta para-
lele s osi apscisa, a vrhovindel B paralele s
osi ordinata. Tako smo zatvorili pravokutnik
povrsine 35 kvadratnih jedinica. Kad od po-
vrSine tog pravokutnika oduzmemo povrsine
P1, P2 i P3 triju iscrtanih pravokutnih trokuta
dobit c¢emo povrsinu trokuta ABC.

Imamo redom:

pl:%j.z:?kv.jed.
pZZ%.4-3:6kV.jed.
p3:%.3.5:7.5kv.jed.

| sadajeP = 35— (7+6+7.5) = 145
kv. jed.

Ovim postupkom mogli bismo bez pro-
blema izvesti poznatu formulu za povrsinu
trokuta koji je zadan koordinatama svoijih vr-
hova:

1
P= 5|X1(Y2—Y3)+X2(Y3—Y1)+X3(y1—Y2)|-

U sljede¢em broju nastavit éemo na istu temu
ali u prostoru.
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