Nadopuna tetraedra

Branimir Dakic, Zagreb

Trostrana piramida je geometrijsko tije- Uzmimo da su duljine svih bridova pira-
lo analogno trokutu u ravnini. Postoje mnoge mide jednakea. Promatra se presjek te pira-
lijepe usporedbe ovih geometrijskih figura i mide ravninom koja prolazi jednim bo¢nim
one su vrlo poticajne i uvjerljive za postavlja-  bridom (CV) i visinom piramide(VO), gdje
nje i provjeravanje raznih tvrdnji o trostranoj je O nozste te visine na strani\ABC pira-
piramidi koje su motivirane tocnim i ve€¢ do- mide. Neka jeSsrediste opisane sfere danoj
kazanim analognim tvrdnjama za trokut piramidi. Tada je duljina polumjera sfere jed-

Vet i u samoj definiciji trokuta i tros-  nakar = |SC = |SV.
trane piramide nalazimo smisao za njihovo
povezivanje. Trokut je najmanji konveksni
skup ravnine koji sadrZi tri nekolinearnetoc
ke. Atrostrana piramidge najmaniji konvek-
sni skup(trodimenzionalnog prostora Koji
sadrz Cetiri nekomplanarne tée.

No analogije izmed trokuta i trostra-
ne piramide ne sastoje se samo u poopcenju

izvjesnih Cinjenica veC su ponekad analogni B
i postupci kojima se koristimo pri provjeri
tvrdnji. Ovdje ¢emo opisati jedan takav po- Trokut ASCVije jednakokracan, té@ P

stupak u kojem se rjeSavanje nekog zadatka poloviste je njegove osnoviegV. 1z sli¢nosti
vezanog uz trostranu piramidu provodi do- trokutaAOCVi ASPVpostavljamo razmjer
punom piramide. Ta je zamisao motivirana |OV|: |CV|= |PV|: |SM.

dopunom trokuta do paralelograma kojom se V3
rieSavaju razni zadaci vezani uz trokwidi Kako je|CO| = ?a, onda je|OV| =
MS 14).
) a_\/é’ pa se iz prethodnog razmjera dobije
Zadatak 1. Kolika je duljina polumjera 6

sfere opisane pravilnoj trostranoj piramidi? r = Ta.

* B. Dakic, Matematicki panoptikuntkolska knjiga, Zagreb, 1995.
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Nije bas jednostavno, mora se priznati.

| opet smjestimo tetraedar u kocku na

Pogledajmo sada kako se ovaj zadatak vetopisan nacin.

moZe rijesiti znatn@legantnije

Zamislimo da je pravilni tetraedar s bri-
dom duljinea smjesten u kocku onako kako
je to prikazano na slici. Bridovi tetraedra

dijagonale su strana kocke. Sfera opisana te-

traedru ista je kao i ona opisana kocki. Njezin
je polumjer jednak polovini prostorne dijago-
nale kocke.

Ako s x oznaCimo duljinu brida kocke,

tada jer = %X\/é. No kako jex = aT\/Q’ to
je
R

| zadatak je rijesen.

Dopunom pravilnog tetraedra do kocke
lako ¢emo rijesiti i niz drugih zadataka:

— dokazati da su mimosmijerni bridovi
pravilnog tetraedra maasobno okomiti;

— odrediti udaljenost mimosmijernih bri-
dova pravilnog tetraedra;

— odrediti polumjer sfere koja dira sve
bridove pravilnog tetraedra.

Zadatak 2. Koliki je obujam pravilnog
tetraedra ako je duljina svakog njegovog bri-
da jednaka?

Ako smo vec izracunali duljinu visine

pravilnog tetraedra = |OV| = @ -a, onda
moZemo lako izracunati i obujam te pirami-
de:

1 2\/_ \/_ \/_ 3

VzéB'Vzé 327128

No pogledajmo i sljedeu postupak.
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Kako bismo dobili obujam tetraedra, od
obujma kocke valja nam oduzeti obujmo-
ve Cetiriju sukladnih pravokutnih piramida
ABDE, BCDG ABCHi ADCF.

Uz oznakux za duljinu brida kocke sada
racunamo:

1 x3 1

V=x3-4. 3 5= =X 3X =3

Primjecujemo da je obujam pravilnog tetra-

edra jednak trecini obujma kocke u koju je
upisan.

3

av2 .
| sada uzx = —— imamo

2
V_l 2f2 fg
3 8 122

Kad raCunamo povrSinu pravokutnog
trokuta, jednu njegovu katetu uzmemo za os-
novicu pa je druga kateta onda visina tog tro-
kuta. To je spretnije nego kad je oshovica
trokuta hipotenuza.

y ¥
I a
v
= |
a c
Na analogan nacin smo odredili i obujam
svake od cetiri piramide koje su “odrezane”
od kocke. Svaka od njih ima jedan vrh iz ko-
jegaizlaze tri brida. Svaka dva od ta tri brida
zatvaraju pravi kut, dakle, tri strane pirami-
de su pravokutni trokuti. Pa kad se piramida
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polegne na neku od njih, visina piramide je jednakosti:

jednaka duljini brida koji je zajednicki dvje- 2 2 2

ma ostalim pravokutnim stranama. Tako je a2 T ez o 2(x2 +Y7),

lagano izradunati obujam piramide. b? + 2 = 2(x* + 2%,
y ¢+ d? = 2(y? + 7).

Kad ih zbrojimo, dobit c¢emo
PP+ 12 = APy + ),
—ale ato jeitrebalo dokazati.

Naime, udaljenosti poloviSta mimoila-
znih bridova piramide jednake su duljinama
bridova paralelepipeda u koji je piramida upi-
sana.

Sy d

O

Zadatak 4. PovrSina presjeka tetraedra
ravninomR koja je paralelna dvama njego-
vim mimoilaznim bridovima i od njih jed-
BL—————f— % nako udaljena jednaka j@ Udaljenost tih
bridova jednaka je. Koliki je obujam tetra-
edra?

Mo

Neka jeABCDAB:C1D, paralelepiped
Zadatak 3. Dokazi da je zbroj kvadra-  u koji je smjesten tetraedar na nacin koji smo
ta duljina bridova trostrane piramide jednak imali i u prethodnom zadatku. Obujam te-
Cetverostrukom zbroju kvadrata udaljenosti

. 1 : :
polovista njegovih mimoilaznih bridova. traedra jednak J% obujma paralelepipeda.

Neka suBD i A;C; mimoilazni bridovi o ko-
U ovom je zadatku rije¢ o potpuno opc  jima je rijeG, a KLMN je Cetverokut koji je
nitoj piramidi, svi su njezini bridovi razli¢ite  presjek piramide i ravnin®.
duljine. Takvu ¢emo piramidu smjestiti u
paralelepiped, prizmu Cije su sve strane para-
lelogrami.

/
=T

/

Tada su bridovi tetraedra dijagonale stra-
na paralelepipeda pa uzastopnom primjenom
relacije paralelograma dobivamo tri sliégec Povrsina paralelogranaBCDje jedna-

A @ 14, strana 154.
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ka 2P, | sada je obujam tetraedra jednak

1 2

V=
3

Napomena: Na temelju ovog zadatka
moguce je dokazati i sljedeCu vrijednu tvrd-
nju koja je poznata kaSimpsonova formula

Neka su svi vrhovi poliedra u dviema
paralelnim ravninam&R; i R, koje su me-
dusobno udaljend. PovrSine strana poliedra
koje leZe u tim ravninama jednake Bui Po,

a povrsina presjeka poliedra ravnin@koja
je paralelna k1 i R, i prolazi na udaljenosti

%d od svake jednaka je
Tada je obujam tog poliedra jednak

d
V=g (Pt P2+ 4P).

Pri provedbi dokaza valja prvo utvrditi da je
formula to¢na za tetraedar. Zatim se poliedar
razbije natetraedre €iji su vrhovi u ravninama
R1iRo.

Zadatak 5. Koliki je obujam V tros-
trane piramide Cije su sve strane Taedbno
sukladni Siljastokutni trokuti sa stranicama
duljinaa, bic?

Prvo je pitanje egzistencije piramide ko-
joj su sve strane sukladni Siljastokutni trokuti.
Ako postoji, takva je piramida na neki fiac
poopcéenje jednakostranicnog trokuta.

No lako je konstruirati takvu piramidu.

Uzmimo kvadar i povucimo u svakoj nje-
govoj strani po jednu dijagonalu kao na slici.

Lako je uocCiti kako su sve strane tros-
trane piramideACFH medusobno sukladni
trokuti.

RGO

Zasto smo postavili uvjet da su sve strane
Siljastokutnitrokuti? Naime, trostrana pira-
mida kojoj bi strane bile bilo pravokutni, bilo
tupokutni trokuti ne postoji. Jer tada bi zbroj
dvaju bridnih kutova uz jedan vrh bio maniji
(ili jednak) od treCeg bridnog kuta pri istom
vrhu, te se uopc¢e ne bi mogao zatvoriti pros-
torni trostrani kut.

Kako na prethodni crtez mozemo gledati
i na drugi nacin, kao na dopunu tetraedra do
kvadra, onda volumen ove piramide heez
mo racunati jednako kao volumen pravilnog
tetraedra u prethodnom zadatku.

No ovdje je moguce provesti dopunu i
jedne druge vrste. Pa pogledajmo kako.

Neka su sve strane piramide8CD su-
kladni Siljastokutni trokuti. Neka je strana
AABC osnovka piramide. Prosirimo trokut
AABC tako da njegovim vrhovima poloz
mo paralele sa suprotnim stranicama. Dobit
¢emo tako trokutnA;B;1C;.

Kad jos spojimo toke A, B; i C; s vr-
hom D, dobit ¢emo novu piramidu cije su
bocne strane pravokutni trokuti. Zasto? Kad
pogledamo primjerice strang C,D, vidjet
¢emo da jgAB,| = |AC;| = |AD|, Sto zna-
¢i da je A srediste kruznice opisane trokutu
AB;C;1D. No onda je taj trokut pravokutan
(obrat Talesovog poka).

PoloZzimo sada piramidu na jednu njezi-
nu bocnu stranu pa ¢e njezin volumen biti

jednakVy %xyz gdje sux, y i z duljine
bridova koji se sastaju u vrh.

Sada jo$ iz sustava jedndmilz® + y? =
42, y? + 72 = 4a%, x? + 72 = 4b? izraCuna-

. < . 1
moX, y i z, pa nakon uvrStavanjaVi = Zvl
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dobijemo

1
_— 2_a2)\(321c2_h2) (a2 2
V—lz\/Z(bz-i-C a?)(a2+c2—b?)(a2+h2—c?).

Zadatak 6. Neka suPy i P, povrSine
dviju strana trostrane piramide, a kut noed
njima neka je jednakx. Neka suQ i Q2
povrsSine ostalih dviju strana i neka fekut
metdl tim stranama. Tada vrijedi

P2+ P2—2P1P, coso = Q2+Q3—2Q;Q; cosp.
Doka3!

DokaZimo najprije sljeded®oucak o ko-
sinusu:

Ako su povrsine dviju bo¢nih strana tro-
strane prizme jednaki, i P,, te ako je kut

izmedl tih strana jednalp, tada za povrSinu
P35 tre¢e bocne strane prizme vrijedi

P% = PZ 4+ P5 — 2P;P;, - COSQ.

PoloZimo ravninu okomitu na bocne bri-
dove prizme i neka ona prizmu sijece u tro-
kutu AKMN. Tada je|MN]2 = |KM|? +
|KN|?2 —2-|KM| - |[KN|- cose. Kad ovu jed-
nakost pomnoZimo s&, gdje jeb duljina

Rjesenja iz broja 14:
26.
3 X 22 =066
+ +
5—- 3= 2
8+25=33
27.
11x 8= 88
X X +
434 38= 81
473 — 304 =169
MS 15, 2002

bo¢nog brida prizme, dobit ¢emo dokaz na-
vedene tvrdnje.

Vratimo se zadatku.

Neka je dana trostrana piramiédd&8CD
i neka jeP; povrsina trokutaAABD, a P,
neka je povrsina trokutA ACD. Neka je kut
izmetl ta dva trokuta jednak.

Dopunimo piramidu do trostrane prizme
na nacin koji je prikazan na slici.
G
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Neka jeP povrsina paralelogran2CG B;.
Tada prema dokazanom poucku vrijedi:
P2 = 4P? + 4P3 — 8P1P; cosar.

Sad postupimo analogno i dopunimo pi-
ramidu do trostrane prizme kojoj je osnovka
trokut AACD a boéni brid duzindC. Tako
dobijemo:

P2 = 4Q?% + 4Q3% — 8Q:Q. cosp.
No onda jeP? + P3 — 2P1P,cosa =

Q? + Q3 — 2Q1Q2 cosp i time je tvrdnja is-
kazana u zadatku 5. dokazana.
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