Pitagorini tetraedri

Ela Rac-Marinic-Kragic, Zagreb

Problem Pitagorinih tetraedara pdepc
nje je poznatog problema Pitagorinih trokuta
ili Pitagorinih trojki brojeva(tzv. pitagore-
jskih trojki brojeva — nesto malo o njima
moZete procitati u drugom brojhﬁ%—a pod
naslovomVjecni Pitagora stranica 77, od-
nosno u trecem broj#s-a na stranici 109
pod naslovonPitagorine trojke.

Trokut se naziva Pitagorinim ako je pra-
vokutan i omijeri bilo kojih dviju stranica su
racionalni brojevi(tada je iz njega mogec
dobiti pravokutan trokut s cjelobrojnim du-
ljinama stranica Po analogiji s time nazivat
¢emo tetraedar Pitagorinim ako su njegovi
plosni kutovi kod jednog od vrhova pravi, a
omijeri duljina bilo kojih dvaju bridova su ra-
cionalni brojevi(iz njega se pomocu sli¢nosti
moZe dobiti tetraedar s pravokutnim trokuti-
ma uz jedan vrh i s cjelobrojnim duljinama
svih bridova.

Zato ¢emo izvestiednadZbe Pitagori-
nih tetraedaraftj. takve jednadzbe s trimane-
poznanicama, y, zda svaki Pitagorin tetrae-
dar daje racionalno rjesje te jednadze i ob-
ratno, svako racionalno rjesenje te jedfiaelz
predstavljat ¢e Pitagorin tetraedar. Koriste-
¢i se tom jednakdsl naé cemo konkretne
primjere Pitagorinih tetraedara.
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Pitagorini trokuti

Na pocetku pokazat ¢éemo kako prénac
sve Pitagorine trokute. Naslici 1. trokOAB
je pravokutan; duljine njegovih kateta au
b, a duljina hipotenuze. Broj

a
*“bte @

uvjetno cemo nazivati parametrom pravokut-
nog trokutaOAB (ili, toCnije, parametromu
odnosu na katetu)a

B
C
a
o} o
o b A

Slika 1.

Koristeéi relaciju® = a? + b? nalazimo
2 2
Lix? (b? + 2bc+ ?) + @
(b+c)?
_2?+2bc 2c
~ (b+c¢?2 b+
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(b2 + 2bc+ ) — a2
(b+c)?

_20%+2bc 2b

~ (b+c¢?2 b+c

1-x2=

Iz tih jednakosti neposredno dobivamo
formule koje izraZavaju omjere duljina stra-
nica pravokutnog trokuta putem njegovog pa-
rametrax:

1+x* ¢
1-x2 b

2X a

1-x b’

(2)

1. Neka jea mjera kutaOAB. Doka-
Zite da je parametat trokuta jednak ta, i
pomocu toga dajte drugi dokaz formy(a).

2. Dokazite da je parametaf trokuta

OABu odnosu na katetu(tj. X = b ) po-
a+f
— X

1+x
Dajte interpretaciju te relacije pomocu trigo-
nometrijskih funkcija(vidi zadatak .

Iz formula (1) i (2) neposredno slijedi
ova tvrdnja: Da bi pravokutni trokut bio Pi-
tagorin, nuzZno je i dovoljno da broj x bude
racionalan U stvari, ako je trokut Pitagorin,
tada iz(1) slijedi da jex racionalan. Obratno,
ako jex racionalan, tada su prenia) omjeri
duljina stranica trokuta racionalni, tj. trokut
je Pitagorin.

vezan s parametromrelacijomx =

JednadZzba Pitagorinih tetraedara

Neka je sad@®ABCtetraedar kod kojeg
su plosni kutovi pri vrh©O pravi. Duljine bri-
dova koji izlaze iz vrh@® oznacimo sa, b, c,

a duljine ostalih triju bridova sp, g, r (slika
2). Razmotrimo parametre triju pravokutnih
trokutaOAB, OBC, OCA
wo @ b ,_
Cb+p y= c+q ~ a+r’
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Slika 2.

Tada je prema formul{2) moguce iz-
raziti omjere duljina stranica tih pravokutnih
trokuta preko njihovih parametara:

a 2x b 2y c¢ 2z

b 1-x2 ¢ 1-y? a 1-7’

p 1+x* q 1+y? r 1427

b 1-x2" ¢ 1-y2 a 1-Z

(4)

(5)

Iz (4) neposredno slijedi da parametriy, z
zadovoljavaju relaciju
2X 2y 2z
1-x2 1-y2 1-2 ©®
To je najavljengednadzba Pitagorinih tet-
raedara.

=1

3. Dokazite: ako tri pozitivha broja
X, 'y, z od kojih je svaki maniji od jedinice za-
dovoljavaju jednadau (6), tada postoji tetra-
edar s pravim plosnim kutovima kod jednog
vrha, za koji(pri oznakama kao na slici)2
vrijede jednakost{3) (pa prema tome i jed-
nakosti(4), (5)).

4. Dokazite: ako s, y, zrjeSenja neo-
dretene jednadze (6), tada su i brojevi
goloxo 1oy, 1oz
1+ x 1+y 1+z
takotkr rieSenja iste jednabe (zvat ¢emo ih
ubudue pridruZenim rjeSenjima
Dokazite: ako je svaki od brojevay, z
pozitivan i manji od 1, tada i svaki od broje-
vax,y,Z imaista svojstva. Kakvo je geo-
metrijsko znaCenje ovisnosti para pridemmzh
rieSenja jednade (6)?
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5. DokaZite: ako s, y, zrjeSenja jed-
nadde (6), pri ¢emu je svako od njih pozi-
tivno i manje od 1, tada se tetraedaABC
0 kojem se govori u zadatku 3 mozZe dobiti
na sljedec¢i nacin: iz tde O povucimo tri
metlsobno okomite duzin®A, OB, OC ¢ije
su duljine redom

1—x2
OA =1 OB| =
OA=1 [OB=— —,
1-x2 1—y?
10¢t = 2x 2y

6. Neka su brojevix, y, z rjeSenja jed-
nadde (6). Je li moguce da dva od tih bro-
jeva budu racionalni, a da treCi broj bude ira-
cionalan? Dajte geometrijsku interpretaciju
odgovora.

7. Neka brojevix, y, z predstavljaju ra-
cionalna rjeSenja jednade (6), pri cemu je
svaki od njih pozitivan i manji od 1. Doka-
.. . m p ..

Zite: ako vrijedix = Y y = — (gdje sum,

Pitagorin, nuzno je i dovoljno da parametri
X, y i z (koji zadovoljavaju(6)) budu raci-
onalni. U stvari, ako je tetraedar Pitagorin
(. omjer bilo kojih dvaju njegovih bridova
je racionalan, tada iz(3) slijedi da sux, v,

Z racionalni. Obratno, ako sxi vy, z racio-
nalni, tada je u skladu s&), (5) omjer bilo
kojih dvaju bridova racionalan, tj. tetraedar
je Pitagorin.

TraZenje Pitagorinih tetraedara

Vidimo da je zadatak nalaZenja Pitago-
rinih tetraedara algebarski ekvivalentan za-
datku nalaZenja racionalnih rjeSenja neodre-
dene jednadze (6) uz uvjete 0< x < 1,
0<y<10<z< 1 Lako se uvjerimo
direktnom provjerom da su trojke iz tablice
1. rjeSenja.

X z
n, p, g prirodni brojevi, tada je tetraedar s | 1 ” 5/6 | 2/y11 | 3/13 |
pravim plosnim kutovima pri jednom vrhu i 2| 5/8 | 1/11 | 9/13
bridovima (koji izlaze iz tog vrha sljed€éh 3. 1/7 1 9/11 | 5/16
duljina 4. 5/6 | 6/11 | 1/17
_ o (42 5. 8/9 | 1/11 | 5/17
a=4mnpg b= 2pqg- (1" —nP) 6. 2/5 | 5/11 | 7/18
c = (n* — n?)(¢? — p?) 7. 3/4 [ 1/10 [11/21
) _ 8.1 2/13 | 17/22] 9/25
Pitagorin tetraedar 9. 3/7 3/8 | 11/25
Iz formula (3) — (5) neposredno izla- 10. || 21/23| 1/24 | 11/25
zi sliede¢a tvrdnja:Da bi tetraedar OABC 11 ] 7/18 | 1/22 | 23/25
s pravim plosnim kutovima kod vrha O bio Tablica 1.
L [l a ] b | ¢ P [ g9 [ r |
1. 240 44 117 244 125 267
2. 880 | 429 | 2340 979 | 2379| 2500
3. ] 231 ] 792 160 825 808 281
4.1 720 132 85 732 157 725
5.1 1584 187 | 1020 | 1595| 1037 | 1884
6. | 1100| 1155| 1008 | 1595| 1533| 1492
7.1 480 140 | 693 | 500 | 707 | 843
8. ][ 3536| 11220 2925 | 11764 11595 4589
9. 252 240 | 275 | 348 | 365 | 373
10| 5796 528 | 6325 | 5820 | 6347 | 8579
11 || 1108| 1100 | 12075] 1492 12125 1211
Tablica 2.
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Ovo daje moguénost izraCunavanja jeda- dijagonale, tada je oRitagorin paralelepi-

naest Pitagorinih tetraedara. Za ianaava-
nje duljina bridova mozZemo se koristiti zada-
tkom 7(po potrebi napravit cemo skracivanje
zajednickog mnoZitelja Bridovi tih tetrae-
dara izracunati su u tablici 2.

Primijetimo josda @®mo, ako Pitagorin
tetraeda©OABCdopunimo do paralelepipeda
s bridovimaOA, OB, OC, dobiti Pitagorin pa-
ralelepiped tj. pravokutni paralelepiped s ra-
cionalnim (ili cjelobrojnim) duljinama svih
bridova. Na slici 3 prikazan je paralelepiped
dobiven na taj nacin pomocu devetog Pita-
gorinog tetraedra iz tablice 2. Prostorna di-
jagonala tog paralelepipeda ima iracionalnu
duljinu. Postoji li pravokutni paralelepiped
(kvadan kod kojega su svi bridovi, sve ples
ne dijagonale i prostorna dijagonala cjelob-
rojnih duljina, nije poznato.

275 365

348 M- —— =
Ve

Ve

252

7
Ve
7
Ve

240
Slika 3.

8. PokaZite da se deset od prikazanih
jedanaest rjesenja jednddz (6) javljaju u
parovima pridruZenih rjeSenjdo su parovi
1-2, 3-7, 4-5, 6-9, 10-11 dok rjeSenje pod
rednim brojem 8. iz tablice 1 nema pridesz
nog rieSenja. Natk mu pridruZeno rjesenje
i odgovarajuci Pitagorin tetraedar.

9. Nazvat ¢emo pravokutni paralelepi-
pedPitagorinim paralelepipedom drugog re-
daako svi njegovi bridovi i prostorna dijago-
nala imaju racionalne duljine. DokaZite: ako
suay, ap, ag duljine bridova pravokutnog pa-
ralelepipeda, a duljina njegove prostorne
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ped drugog redako i samo ako su oba para-

metra
a1 a

- ag+d’ X2 = az+d
racionalni brojevi. DokaZite da za taj parale-
lepiped vrijede relacije

a . 2X1 ap . 2Xo

d 1+ 4+x2 d 143 +x2

as  1—x5—x3

d 1+ +x3

X1

10. Poopavsirezultat zadatka 9 doKaz
te da je svako racionalno rjeSenje neodies
jednadbe

a+a+... +ad=d
oblika
a; = k- 2xq,
a =Kk-2Xp,...,an_1 = K- 2¢Xn_1,
an=k(1-x2—...—x2_)),
d=k(1+x3+...x2_)),
gdje sux, ..., X,_1 proizvoljni racionalni

brojevi (parametrj a koeficijentk je tako-
der racionalan. MoZete li dati geometrijsku
interpretaciju toga rezultata?

11. Poopcite rezultat zadatka 10 na ne-

odretknu jednadau
ad+as+.. . +ai=d+d+.. +d]
(tj. nadte formulu za nalaZenje svih racio-
nalnih rjeSenja
¥ x

U zakljuc¢ku ostavljamo pitanje o tome
kako pronaci daljnja rieSenja jedndmz(6).
Za to je koristeno elektronsko racunalo. Al-
goritam je sastavljen na osnovi sljedecih re-

lacija: Neka su

a C e

X:va:avz:?v (7)

gdje sua b, ¢, d, e f prirodni brojevi. Ideja
algoritma je procCi sve takve Sestorke dajuc
svakom od 6 brojeva vrijednostj 2, ..., 25
po formuli (7) i na¢i odgovarajuce trojke
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(X, y, z) i medu njima odabrati one koje zado-
voljavaju jednadhu (6). U stvarnosti trebalo
je izvesti proraCun ne s parametrimay, z
nego s prirodnim brojevima, b, c,d, e f.
Stvar je u tome da je pri radu s racionalnim
brojevimax, y, zraCunalo iste zamijenilo pri-
bliznim rjeSenjimg zbog zaokruZivanja deci-
mala a koja ne zadovoljavajgasvim to¢no
jednadbu (6).

Kratka rjeSenja zadataka

a_ 1 1
“brc bEc
a

_ sina
" 1+ cosa

ctga+—
g +S|n0€

1.

= tg%. Univerzalnom supstitucijom se do-
biva:

a 2 c 1+x¢ 1
—= :tg(x, —_ =,
b 1-x2 b 1-x2 cosf
1 a
/ 1-x b _b+C
2. X:—, — = a 1]
1+x" at+c 14
b+c

b? + bc+ ab= ab+ ac— a2+ bc+ ¢ — ac

b? + bc+ ab= ab+ bc+ b?

te kako posljednja jednakost vrijedi, vrijedi¢ €
pocetna koja joj je ekvivalentna. Trigonometrijs-
ka interpretacija daje

g b _ 1 1
_a_|_c_a.+c_ 1
b CtgﬁjLsin[i
_sinp B
_1+cosﬁ_tgz'

4. Dokaz direktno slijedi uvrStavanjerd,
y', Z u lijevu stranu jednade (6) i zamjenama
_1-x , 1-y S 1-z

= = = ——. Dobi-
1+x° 1+y’ 1+z
1-x2 1-22 1-27 ) ,
va se . . Sto tako@r iznosi
2X 2y 2z

1.

Pokusamo li na¢i geometrijsku interpretaci-
ju pridruZenih rjeSenja jednade (6) i bridova
odgovarajucih Pitagorinih tetraedara, vidimo da
suomjeri bridovdmoZda ne u jednakom poretku

abec. . N . .
b e i bridova pridruZenog Pitagorinog tetra-
edra jednaki sto znaci da su pridruZeni Pitagorini
tetraedri konstruirani iz pravokutnih trokuta’slic
nih pravokutnim trokutima prvog Pitagorinog
tetraedra.

5. DokaZe se direktno iz jednako$8) ako
se u prvu uvrsta = 1i zatim dobivenb u drugu
jednakost.

7. Dobivamo kao direktnu posljedicu rje-
Senja zadatka 5 uvrStavajue = o zZ= a i
prosirivanjem sva tri broja s njihovim najmanjim
zajednic¢kim nazivnikom.

8. PridruZzeno je rjeSenje(x’,y,Z) =
(11 5 8

15’ 39’ 1—7>, a odgovarajuci su bridovi Pita-

gorinog tetraedra redom 2475, 780, 2992, 2595,
3092, 3883.

Sve strane pet poliedara na slici pravilni su mnogokuti. Ti su poliedri dobiveni od kocke a nastali su istom
operacijom odsijecanja ravninom dijelova kocke pri njezinim vhovima. OpiSite je!
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