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U današnje vrijeme teško je naći pod-
ručje ljudske djelatnosti za koje ne trebaju
odredena matematička znanja. Svakodnev-
ni rad iziskuje sve više umnog napora, ana-
lize složenih procesa, pravilnih rasudivanja,
logičkih zaključivanja i rješavanja različitih
problema. Raste potreba za stručnjacima s
dobrim matematičkim znanjem i umijec´em
da ta znanja znaju primijeniti. Zato drusˇtvo
postavlja pred školu sve veće zahtjeve u po-
gledu obrazovanja mladih ljudi. Da bi škola
mogla na zadovoljavajući način odgovoriti na
postavljene zahtjeve, mijenjaju se i obogac´u-
ju nastavni programi, usavršavaju nastavne
metode, uvode nova nastavna sredstva i teh-
nologije. Živimo u vremenu u kojem jednom
stečena znanja nisu dovoljna. Razvojem dru-
štva neka od tih znanja brzo postaju neupora-
bljiva i beskorisna, javlja se potreba za novim
znanjima. To znači da se i nastavnik mate-
matike mora neprekidno usavršavati.

Sada se lako naslućuje da suvremena na-
stava matematike postavlja i zahtijeva rjesˇa-
vanje dva bitna problema. To su:

problem razvoja stvaralačkog mišlje-
nja i kreativnih sposobnosti učenika

problem primjerenog osposobljava-
nja nastavnika matematike.

Suvremena metodika nastave matemati-
ke pruža razne mogućnosti za rješavanje ovih
dvaju problema.

Osvrnimo se malo podrobnije na drugi
problem. I dosad su postojali različiti oblici
cjeloživotnog usavršavanja nastavnika mate-

matike. Jedan od njih suseminari za učitelje
i profesore matematike koji se provode dugi
niz godina i koji su tako postali tradicionalni
oblik rada. Medutim, oni imaju jednu izrazi-
tu slabost: o izboru tema odlučuju najcˇešće
samo predavači, teme su najcˇešće nepoveza-
ne, nema dogovora ni uskladenosti, a prili-
kom obrade tema slušatelji su dosta pasivni.
Posljednjih godina ozbiljnije se razmišlja o
poboljšanju ovog oblika rada. Rezultat tog
promišljanja je uvodenje matematičkih i me-
todičkih radionica.

Metodička radionica

Što je metodička radionica? Metodika
nastave matematike vrlo jasno ističe da je za
učenike najbolji oblik nastave kombinacija
grupnog i individualnog rada. Taj je oblik
rada u nasˇoj školskoj praksi prilično zapo-
stavljen. Da bi nastavnik matematike bolje
spoznao vrijednosti i prednosti toga oblika
rada, najbolje je da i sam dode u takvu prob-
lemsku situaciju, da tako radi. To je kljucˇna
zamisao metodičke radionice.

Metodička radionica je prema tome ob-
lik aktivnijeg sudjelovanja nastavnika ma-
tematike u vlastitom usavršavanju s vec´im
naglaskom na metodičkim postavkama i za-
konitostima putem rada u manjim grupama
nastavnika matematike u kojem se ostvaruju
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sljedeći ciljevi:
� iznošenje vlastitog iskustva
� slušanje drugih nastavnika i upoznava-

nje njihovih iskustava
� razgovor o idejama i metodičkim pita-

njima
� razmjena ideja
� zajedničko osmišljavanje problema i pi-

tanja
� osmišljavanje metodičkog pristupa rje-

šavanja problema
� djelotvorna rasprava o rezultatima samo-

stalnog i zajedničkog rada
� provjeravanje osobnog mišljenja
� razvijanje sposobnosti prosudivanja i za-

ključivanja
� razvijanje sposobnosti matematicˇkog ko-

municiranja i dr.
Rad u metodičkoj radionici proizlazi iz

prvog gore navedenog problema koji se mo-
že raščlaniti u pet ciljeva suvremene nastave
matematike:

učenje vrednovanja matematike
razvijanje i njegovanje matemati-
čkih sposobnosti
razvijanje sposobnosti rješavanja
problema
učenje matematičkog rasudivanja
učenje matematičke komunikacije.
Usporedivanjem ciljeva vidi se da su ci-

ljevi rada nastavnika matematike u metodicˇ-
koj radionici potpuno prilagodeni ostvarenju
navedenih ciljeva suvremene nastave mate-
matike.

Nije teško navesti područja i teme po-
godne za primjenu metodičkih radionica. To
su gotovo bez iznimke sva područja nastavni-
kovedjelatnosti, ali neka područja su izrazito
pogodna za njih. Primjena metodičkih radi-
onica u tim područjima može kasnije znatno
unaprijediti rad s učenicima u nastavnom pro-
cesu, posebno rad s naprednijim učenicima.
Jer, radom u metodičkoj radionici nastavnik
dobiva primjerenuteorijsku osnovu i meto-
dičku razradu neke teme s nizom prikladno
odabranih primjera i zadataka, a zajednicˇki

stavovi nastavnika u pojedinim grupama da-
ju svakom nastavniku matematike veću sigur-
nost pri izvodenju vlastite nastave.

Evo nekih područja nastavnikovedjelat-
nosti:

redovna nastava, dopunska nastava, do-
datna nastava, matematičke grupe, matema-
tička literatura, povijest matematike, zanim-
ljiva matematika, popularizacija matematike,
matematička natjecanja.

Opisat ćemo u kratkim crtama zamisli u
vezi s metodičkim radionicama u tri podrucˇ-
ja.

Redovna nastava.Redovna nastava je
težište cjelokupne nastavnikove djelatnosti i
za njezino izvodenje nastavnik ulaže najvi-
še vremena, truda i energije. Na seminarima
nastavnici često u vezi s redovnom nastavom
iznose različite probleme i dileme, te trazˇe
odgovore na mnoga pitanja. Zato za primje-
nu metodičkih radionica ovdje postoje veli-
ke mogućnosti. Predmet rada u njima mozˇe
biti: planiranje, razrada nastavnih planova
i programa, inicijalni testovi, osmišljavanje
pojedinih nastavnih jedinica, motivacija, iz-
bor oblika rada i nastavnih metoda, izbor
prikladnih primjera i zadataka, školske zada-
će, ocjenjivanje učenika, primjena računala
u nastavi matematikei dr.

Metodičke radionice s gornjom temati-
kom najlakše i najcˇešće mogu se održavati u
stručnim aktivima škola. Stručni aktivi su već
sami po sebi male grupe i dobri rezultati rada
u njima mogu se brzo postići. No, važnost
tih metodičkih radionica je općeg karaktera,
pa je poželjna njihova povremena organiza-
cija i šire, na nivou gradova, županija i cijele
zemlje.

Dopunska nastava.Dio učenika propu-
stio je pravi trenutak stjecanja nekih znanja
i sada ih čeka dvostruki rad: nadoknadiva-
nje propuštenog i svladavanje novog gradiva.
Mogu li oni to i kako? To je pitanje koje
si postavlja svaki nastavnik matematike. Po-
punjavanje praznina u znanju učenika zbog
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toga postaje vrlo zahtjevan posao. Metodicˇ-
ka radionica u kojoj bi nastavnici razmijenili
iskustva i osmislili zajednički pristup proble-
mu dopunske nastave sigurno bi pomogla pri
traženju odgovora na gornje pitanje. Time bi
svaki nastavnik bio osloboden muke da sam
pronalazi najbolje rješenje.

Matematička natjecanja. Natjecanja
su važna iz više razloga. Ona pobuduju i šire
interes za učenje matematike, razvijaju na-
viku intenzivnog i ustrajnog rada, obogaćuju
matematičko znanje, a važna su i zato sˇto se
na njima učenicima pruža prilika i ispunjava
prirodna želja da provjere svoje matematicˇke
sposobnosti. Medutim, dugogodišnje prac´e-
nje matematičkih natjecanja pokazuje da se
i naši najbolji učenici često dobro ne sna-
laze u rješavanju nestandardnih i složenijih
zadataka i postižu slabe rezultate. Manjkaju
im neka znanja, ne poznaju neke jednostavne
metode rješavanja matematičkih problema.

Budući da je za uspješno rješavanje pro-
blema iz nekog područja matematike potreb-
na prije svega primjerena teorijska osnova i
njezina dobra metodička razrada, to rješenje
uočenog problema treba potražiti u organiza-
ciji posebnih metodičkih radionica. U njima
bi se nastavnici matematike upoznali s na-
činom primjerenog pripremanja učenika za
natjecanja.

Za ilustraciju opisat ćemo ukratko teori-
jske osnove za dvije teme, važne za matema-
tička natjecanja. Prva je predvidena za rad s
učenicima srednjih škola, a druga s učenici-
ma osnovnih škola.

Metodička radionica
ALGEBARSKE NEJEDNAKOSTI

Zadaci s nejednakostima često se pojav-
ljuju na matematičkim natjecanjima. Tako
se na našim matematičkim natjecanjima sva-
ke godine učenicima daju na rješavanje od

2 do 4 zadatka s nejednakostima. Zadaci
s nejednakostima su jedan primjer zadataka
pri rješavanju kojih srednjoškolci imaju dosta
poteškoća. Razlog možemo pronaći najpri-
je u manjkavosti pripreme učenika za tako
zahtjevnu aktivnost kao što su natjecanja.

Jedan od razloga neuspješnosti dokazi-
vanja nejednakosti nalazimo i u zbirkama za-
dataka iz elementarne matematike. One obi-
čno imaju posebna poglavlja s nejednakos-
tima, ali i značajan nedostatak. Dokazi ne-
jednakosti koji se daju u zbirkama pretezˇno
su kratki, sažeti, a nisu rijetki ni dokazi koji
se zasnivaju na oštroumnosti i domišljatosti.
Iako se i iz takvih dokaza može mnogo nau-
čiti, opravdana je zamjerka što im je glavni
cilj neposredna potvrda postavljene konkret-
ne tvrdnje, dok je zapostavljenametodička
strana dokaza, odnosno objašnjenje i razra-
dapostupka koji bi se mogao primijeniti i u
drugim sličnim slučajevima.

S druge strane, područje nejednakosti vr-
lo je pogodno za uspješnu primjenuanalize,
jer se ovdje, za razliku od nekih drugih po-
dručja matematike, istraživanje može odmah
usmjeriti na pravi put koji u većini slučaje-
va brzo daje pozitivne rezultate. Tako u prvi
plan dolazi učenje i usvajanje metoda. Ne
treba posebno naglašavati koliko je ta činje-
nica važna u radu s naprednijim učenicima,
budući da oni brže shvaćaju i već nakon par ri-
ješenih primjera usvajaju metodu rješavanja.
Time se ujedno smanjuje potreba rješavanja
velikog broja zadataka, s čime se nerijetko
pretjeruje. S druge strane, metode pružaju
učenicima veću sigurnost i nadu da će neki
problem riješiti na zadovoljavajući način, a
usvojeno znanje je trajnije.

Metodička radionica NEJEDNAKOSTI
ima za cilj upravo to: pružiti nastavnicima te-
orijsku osnovu i metodičku razradu postupka
potrebnog za uspješno rješavanje zadataka iz
ovog područja. Prenošenjem tog znanja ucˇe-
nicima osigurava se njihova primjerenija pri-
prema za natjecanja. Postupak se sastoji od
tri koraka.

6 16, 2002



1) Provjera znanja o osnovnim svojstvima
nejednakosti.

U školi se uči niz osnovnih svojstava
nejednakosti koja su dovoljna pri dokaziva-
nju nekih jednostavnijih nejednaksti. Njiho-
vo poznavanje se pretpostavlja, što nastavnik
treba neposredno provjeriti. Evo najvažnijih
od tih svojstava:
1� Ako je a� b i b� c, onda jea � c.
2� Ako je a� b, onda jea� c� b� c.
3� Ako je a � b i c � d, onda jea� c �

b� d.
4� Ako je a � b i c � d, onda jea� c �

b� d.
5� Ako je a � b i c � 0, onda jeac� bc i

a
c
�

b
c

.

6� Ako je a � b i c � 0, onda jeac� bc i
a
c
�

b
c

.

7� Ako sua, b, c, d pozitivni realni brojevi
i a � b i c � d, onda jeac� bd.

8� ja� bj � jaj� jbj.
9� ja� bj � jaj � jbj.

10� Ako je a � b � 0 i x � 0, onda je
ax � bx.

11� Ako je a � 1 i x � y � 0, onda je
ax � ay, a ako je 0� a � 1 i x � y � 0,
onda jeax � ay.
Ovdje se već pruža nastavniku prilika da

ukazuje učenicima na mogućnostpoopćava-
nja svojstava 1�, 3�, 7� i 8�. Poželjno je da
učenici i riječima znaju iskazati sve te nejed-
nakosti.

2) Provjera znanja o jednostavnijim i po-
sebnim nejednakostima.

Za dokazivanje složenijih i težih nejed-
nakosti često se primjenjuje niz jednostav-
nijih i posebnih nejednaksti. Sigurno je da
napredniji učenici znaju neke od njih. Prije
daljnjeg rada nastavnik treba provjeriti širinu
tog poznavanja. Evo nekih od tih nejednako-
sti:
1� a2 � b2 � 2ab.

2�
a
b
�

b
a
� 2 �a� b � 0�.

3�
a
b
�

b
a
� �2 �ab� 0�.

4�
a
b
�

a� c
b� c

�a� b� c � 0, a � b�.

5�

r
a2 � b2

2
� a� b

2
� p

ab � 2ab
a� b

�a� b � 0�.
6� �a2 � b2��c2 � d2� � �ac� bd�2.

Ovaj niz nejednakosti lako se može na-
dopuniti analogonima i poopćenjima. Po-
željno je da to učine sami učenici. Na taj
način se njeguje i razvija njihova kreativnost.
Takoder je poželjno da se niz nejednakosti
koje učenici poznaju neprestano proširuje no-
vim nejednakostima. Ako još napomenemo
da dokazi nekih od tih nejednakosti nisu jed-
nostavni, onda postaje vidljivo da već ovdje
ima dovoljno prostora i mogućnosti za ozbi-
ljan rad s učenicima. Svakako da će dobro
pripremljen nastavnik to znati iskoristiti.

3) Upoznavanje učenika sa standardnim
metodama dokazivanja.

Postoje različiti načini dokazivanja ne-
jednakosti. U zbirkama zadataka najcˇešće se
susreću sljedeća tri:
1� Način dokazivanja je očigledan, lako

uočljiv, prirodan i sam se namec´e.
2� Primjena posebnih nejednakosti.
3� Primjena metode matematičke indukci-

je.
Dobro je odmah pomisliti na ove nacˇi-

ne. Ali, što onda ako nijedan od ovih načina
dokazivanja nije primjenjiv ili se primjena
ne otkriva brzo? Cˇest je slucˇaj da učenici
zbog nesigurnosti i kod relativno jednostav-
nih nejednakosti gube dosta vremena u pro-
mišljanju i na kraju ih ne uspijevaju dokaza-
ti. Odustaju. Sigurniji pristup dokazivanju
nejednaksti nalazi se u dosljednjoj primjeni
analize.

4) Primjena analitičko-sintetičke metode.

U području nejednakosti analitičko-sinte-
tička metoda je metodički dobro razradena i
može se primjereno primijeniti od početka.
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Kao polazni korak služi zadana nejedna-
kost N0. Ta nejednakost nastoji se transfor-
macijama prevesti u što jednostavnije nejed-
nakostiN1, N2, � � � , Nk�1, Nk, a cilj je da kraj-
nja nejednakostNk bude očigledna. Transfor-
macije koje se najcˇešće koriste su:množenje
nejednakosti zajedničkim nazivnikom člano-
va, prenošenje članova na istu stranu, mno-
ženje zagrada, drukčije grupiranje članova,
izlučivanje zajedničkih faktora, supstitucija.
Ako se nejednakost svela na oblik� 0, očig-
lednost krajnje nejednakostiNk postiže se na
taj način da se lijeva strana nejednakosti pri-
kaže kao zbroj pozitivnih članova, što se opet
najčešće postiže kvadratima. Tako se dobiva
niz istinitih implikacija. Analizom se otkriva
početni korak dokaza. Dokaz se provodi sin-
tezom. Ukratko:
�Analiza�

N0 �� N1 �� � � � �� Nk�1 �� Nk�

�Sinteza�

Nk �� Nk�1 �� � � � �� N1 �� N0�

Ako nastavnik upozna učenike s opisa-
nim postupkom dokazivanja nejednakosti na
nizu prikladno odabranih primjera, učenici c´e
kod svake nove nejednakosti moći bez velike
pripreme i nervoze početi s njezinim dokazi-
vanjem.

Slabo poznavanje gornjeg postupka ilu-
strirat ćemo primjerom s natjecanja.

Primjer. Na Državnom natjecanju 1994.
godine učenici prvog razreda trebali su rijesˇiti
i sljedeći zadatak:

Dokažite da za svaka dva pozitivna broja
p i q vrijedi nejednakost

�p2 � p� l��q2 � q� 1� � 9pq�

Iako ovaj dokazni zadatak zaista nije te-
žak, na natjecanju ga je u potpunosti dokazalo
samo 10 učenika od njih 26. Cˇak 13 učeni-
ka nije osvojilo ni bod, medu njima i jedan
nagradeni učenik!

Pogledajmo koje su mogućnosti stajale
pred učenicima.

Ako se poznaje osnovni postupak pri do-
kazivanju algebarskih nejednakosti, onda se
gornja tvrdnja može brzo opravdati. U tom
postupku mišljenje se najprije usmjerava na
otkrivanje lako uočljivog načina dokazivanja,
zatim se pomišlja na primjenu nekih jednos-
tavnih i posebnih nejednakosti, a u krajnjem
slučaju primjenjuje se analitičko- sinteticˇka
metoda svodenja na očiglednu nejednakost.
Pogledajmo ostvarenja raznih zamisli:

a� Prikladna transformacija lijeve strane
nejednakosti daje�p2� p�1��q2�q�1� �
��p� 1�2 � 3p���q� 1�2 � 3q� a to je očito
� 9pq.

b� Pažljivim gledanjem polazne nejed-
nakosti brzo se uočava da se ona mozˇe
shvatiti kao rezultat množenja nejednakosti
p2 � p� 1 � 3p, q2 � q � 1 � 3q. A vri-
jede li te nejednakosti? Vrijede, jer su one
posljedice očitih nejednakosti�p� 1�2 � 0,
�q� 1�2 � 0.

c� Nakon dijeljenja sapq nejednakost
možemo zapisati u obliku

�p�
1
p
� 1��q�

1
q
� 1� � 9�

Valjanost ove nejednakosti proizlazi iz
činjenice da za svaki pozitivni brojx vrijedi

nejednakostx�
1
x
� 2. U ovom dokazu pri-

mjenjuje se, dakle, jednostavna nejednakost
2� iz 2).

d� Analitičko-sintetička metoda. Pret-
postavimo da učenici nisu “vidjeli” ni jedan
od gornja tri brza i jednostavna dokaza. Tada
im je ostala još mogućnost primjene ove me-
tode. Nejednakost svedemo u prvom koraku
na oblik�p2� p�1��q2 �q�1��9pq� 0,
a zatim lijevu stranu transformiramo sve dok
konačno ne dobijemo očiglednu nejednakost.
Imamo redom

�p2 � p� 1��q2 � q� 1�� 9pq�

� p2q2�p2q�p2�pq2�p�q2�q�1�8pq

� �p2q2�2pq�1���p2q�2pq�q�

� �pq2�2pq�p���p2�q2�2pq�
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� �pq�1�2�q�p�1�2�p�q�1�2��p�q�2

� 0�

Nije teško zaključiti da bi znanje iz ove
metodičke radionice znatno poboljšalo rjesˇi-
vost gornjeg zadatka. I ne samo njega.

Metodička radionica
DIOFANTSKE JEDNADŽ BE

U programu natjecanja iz matematike
stoji sljedeći dodatak: Učenici osnovnih sˇko-
la koji sudjeluju na županijskim, regionalnim
i državnom natjecanju mogu očekivati zadat-
ke i iz ovih područja: logički zadaci, kombi-
natorni zadaci, diofantske jednadžbe i Diric´-
letov princip.

Na taj način diofantske jednadžbe su
odabrane kao dodatni matematički sadrzˇaj
koji napredniji učenici trebaju poznavati da
bi bili što bolje pripremljeni za navedene ra-
zine natjecanja. Koje se jednadžbe nazivaju
diofantske jednadžbe?

Algebarske jednadžbe ili sustav takvih
jednadžbi s dvije ili više nepoznanica s cje-
lobrojnim koeficijentima za koje se traže cje-
lobrojna ili racionalna rješenja nazivaju se
diofantske jednadzˇbe. Pri tome broj nepoz-
nanica veći je od broja jednadžbi. Diofantske
jednadžbe mogu biti linearne i nelinearne.

Primjeri: 4x � 5y � 0, 3x � 7y � 8,
6x � 2y � 11z � 14 �linearne diofantske
jednadzˇbe�, x2 � 2y2 � 1, x2 � y2 � z2,
xy� 5x� y � 12 �kvadratne diofantske jed-
nadžbe�.

Mnogi matematički problemi svode se
na rješavanje diofantskih jednadžbi. Postoje
razne metode njihova rješavanja. Neke od
njih su jednostavne i primjerene znanju ma-
tematike učenika osnovnih škola. Za njihovu
primjenu dovoljno je samo malo pokretljivi-
je mišljenje, odredeni način rasudivanja koji
ne izlazi iz okvira školske matematike. Me-
dutim, i ovdje je potrebno istaknuti da često

i naši najbolji učenici osnovnih škola imaju
poteškoća s rješavanjem takvih nešto slozˇe-
nijih zadataka. Razlog je lako otkriti: ne
znajući odredene načine rješavanja, učenici
za takve postavljene zadatke misle da su tesˇ-
ki i odustaju, a njihovo znanje ostaje pasivno
i neiskorišteno.

Očito, treba poboljšati i način priprema-
nja učenika osnovnih škola za matematicˇka
natjecanja. Kad se to kaže, onda se ne misli
samo da učenici trebaju u okviru tih pripre-
ma riješiti što više različitih zadataka. I to je
svakako dobro, ali ono što je daleko važni-
je jest da učenici tijekom priprema obogate
svoje znanje novim činjenicama, a posebno
odgovarajućim metodama rješavanja.

Metodička radionica DIOFANTSKE JED-
NADŽBE ima za cilj upravo to: pružiti učite-
ljima matematike teorijsku osnovu i metodicˇ-
ku razradu postupka potrebnog za uspjesˇno
rješavanje zadataka iz ovog područja. Pre-
nošenjem tog znanja učenicima osigurava se
njihova primjerenija priprema za natjecanja.
Postupak se sastoji od dva koraka

1) Provjera znanja učenika o osnovnim cˇi-
njenicama o brojevima.

Za uspješno rješavanje diofantskih jed-
nadžbi potrebno je i korisno da učenici znaju
niz činjenica o brojevima. Evo nekih od njih:
1� Parni prirodni broj je oblika 2k, a neparni

oblika 2k� 1.
2� Prirodni broj je djeljiv sa 3�9� ako mu

je zbroj znamenaka djeljiv sa 3�9�.
3� Ako je svaki pribrojnik djeljiv nekim

brojem, onda je i zbroj djeljiv tim bro-
jem.

4� Umnožak tri uzastopna prirodna broja
djeljiv je sa 6.

5� Umnožak dva uzastopna parna broja dje-
ljiv je sa 8.

6� Kvadrati prirodnih brojeva ne mogu za-
vršavati sa 2,3,7 i 8.

7� Svaki prost broj veći od 3 oblika je 6k�1
ili 6k� 1.
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8� Ako je n2 paran�neparan� broj, onda je
i n paran�neparan� broj.

9� Zbroj i razlika dvaju cijelih brojeva iste
je parnosti.
Poželjno je da se ovaj niz u toku rada

proširuje novim činjenicama i tako povec´ava
znanje učenika o brojevima.

2) Upoznavanje učenika s metodama rje-
šavanja.

Koje metode rješavanja diofantskih jed-
nadžbi je poželjno da učenici znaju? To su:
metoda umnoška, metoda kvocijenta, metoda
parnosti, metoda posljednje znamenke i me-
toda nejednakosti. Sve su te metode zapravo
posebni oblici jedne opće metode, koja se na-
ziva metoda razlikovanja slučajeva. Metoda
igra važnu ulogu u matematici i nastavi ma-
tematike zbog svoje glavne značajke da se
njezinom primjenom rješavanje nekog tezˇeg
problema svodi na rješavanje nekoliko jed-
nostavnijih problema.

1. Metoda umnoška. Metoda se sas-
toji u sljedećem: zadana diofantska jednadzˇ-
ba svede se najprije nizom transformacija na
oblik u kojem je lijeva strana, gdje se nalaze
nepoznanice, umnožak, a desna strana broj.
Zatim se razmatraju svi mogući slučajevi za
dobivene faktore.

Primjer. Ako trebamo riješiti kvadratnu
diofantsku jednadzˇbuxy�7x�2y�25� 0 u
skupu cijelih brojeva, onda je najprije trans-
formiramo na oblik�x � 2��y � 7� � 11, a
zatim usporedujemo faktore na lijevoj i des-
noj strani. Jednadžba se svodi na rješavanje
četiri sustava dviju linearnih jednadžbi s dv-
jema nepoznanicama.

2. Metoda kvocijenta. Metoda se sas-
toji u sljedećem: zadana diofantska jednadzˇ-
ba transformira se tako, da se jedna nepoz-
nanica predoči kao racionalna funkcija druge
nepoznanice, transformira u zbroj cijele i ra-
cionalne funkcije druge nepoznanice, a zatim
se analizom druge funkcije izdvoje svi mo-
gući slučajevi.

Primjer. Ako trebamo riješiti linearnu
diofantsku jednadzˇbu 10x � 3y � 4 � 0,

onda je najprije transformiramo na oblik

y � �3x �
1� x

3
, a zatim ispitujemo za

koje je vrijednostix drugi pribrojnik cio broj.

3. Metoda parnosti. Pri rješavanju dio-
fantskih jednadzˇbi često je vrlo korisno pod-
sjetiti se na podjelu skupa cijelih brojeva na
parne i neparne brojeve. Metoda parnosti sa-
stoji se u tome da se u zadanoj diofantskoj
jednadžbi odredi parnost jedne od nepozna-
nica i na temelju toga zaključuje ima li jed-
nadžba cjelobrojno rješenje ili ne.

Primjer. U linearnoj diofantskoj jed-
nadžbi �n2�n�2�x�2y � 1 pribrojnici na
lijevoj strani uvijek su parni brojevi, a des-
na strana je neparan broj, pa jednadžba nema
cjelobrojno rješenjex, y ni za jedan cijeli broj
n.

4. Metoda posljednje znamenke.Ci-
jeli brojevi imaju razna svojstva. Mnoga od
njih odnose se na njihove posljednje znamen-
ke, znamenke jedinica. Ona se posebno pro-
matra pri odredivanju parnosti, djeljivosti sa
2, 5 i 10, ispitivanja ostatka pri dijeljenju s
nekim brojem i dr. Metoda se sastoji u tome
da se u zadanoj diofantskoj jednadžbi odre-
de posljednje znamenke brojeva na lijevoj i
desnoj strani i da se na temelju toga izvede
zaključak ima li jednadžba cjelobrojno rjesˇe-
nje ili ne.

Primjer. U kvadratnoj diofantskoj jed-
nadžbi 5x � 2y2 � 2001 prvi pribrojnik za-
vršava sa 0 ili 5, drugi pribrojnik zavrsˇava
sa 0,2 ili 8, pa 5x � 2y2 završava jednom
od znamenki 0,2,3,5,7 ili 8. Usporedivanjem
posljednjih znamenki brojeva na lijevoj i de-
snoj strani dolazimo do zaključka da ne pos-
toje cijeli brojevi x i y koji zadovoljavaju tu
jednadzˇbu.

5. Metoda nejednakosti.Skup u kojem
rješavamo neku diofantsku jednadžbu obicˇ-
no je preširok s obzirom na krajnji rezultat
rješavanja. Bit metode nejednakosti sastoji
se u sužavanju područja mogućih vrijednosti
nepoznanica u jednadžbi i razmatranju slucˇa-
jeva u tako dobivenom suženom skupu.
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Primjer. Treba riješiti jednadzˇbu
1
x
�

1
y
�

1
z
� 1� �x � y � z�

u skupu prirodnih brojeva. Je li ovo diofant-
ska jednadžba? Jest, samo nema prikladan
oblik. Nakon množenja sa zajedničkim na-
zivnikom xyz vidimo da je to kubna diofant-
ska jednadžba. Pri tješavanju te jednadzˇbe
najprije se zaključuje da mora bitix � 1, a

zbog uvjetax � y � z i
1
x
�

1
x
�

1
x
� 1,

tj. x � 3. Dakle jex � 2. Sada se uvrsti ta
vrijednost u jednadžbu i nastavlja se razmat-
ranjem druge nepoznanice i td.

Ako nastavnik upozna učenike s opisa-
nim metodama na nizu prikladno odabranih
primjera, učenici će kod svake nove jednadzˇ-
be moći bez velike pripreme i nervoze početi
s njezinim rješavanjem�v. �4��.

NAPOMENE
Metodičke radionice su noviji oblik cje-

loživotnog usavršavanja nastavnika matema-
tike, ali tu već imamo vrlo korisna i dob-
ra iskustva. Dosad je održano 14 metodicˇ-
kih radionica u kojima je obradivano slje-
dećih 8 tema: GEOMETRIJSKE KONS-
TRUKCIJE �primjena računala�, NEJED-
NAKOSTI, MATEMATIČ KI ZADATAK S
VIŠE NAČINA RJEŠAVANJA, DOKAZI-
VANJE U NASTAVI MATEMATIKE, ME-
TODE RJEŠAVANJA DIOFANTSKIH JED-
NADŽBI, MATEMATIČ KI POJMOVI- DE-
FINICIJA, LIKOVI I TIJELA �primjena ra-
čunala� i PRESLIKAVANJA RAVNINE �pri-
mjena računala�. Za sve radionice bili su
pripremljeni odgovarajući pisani materijali.
Pobliže o njima možete nac´i u �2�,�3�,�4�,
�5�,�6�,�7� i �9�. Osim toga, svaka će tema
biti detaljnije obradena u posebnoj knjižici.

Časopis MiŠpovremeno ima rubriku
Metodička radionica. Izdvajamo dva priloga
iz te rubrike. U�8� opisana je radionica MA-
TEMATIKA KROZ DIDAKTICˇKE IGRE i
pokazano kako se kroz igre stjecanje znanja
može učiniti ugodnijim i djelotvornijim. Te-
me su bile: rješavanje jednadžbi s jednom

nepoznanicom i likovi i formule�VI. Raz-
red�. Radionica može biti poticaj za obradu
drugih sadržaja na sličan način. U�1� opisan
je PANO U MATEMATIČKOJ UČIONICI.
Panoi u školi, ne samo u matematičkoj učio-
nici, mogu odigrati važnu ulogu u odgajanju
i obrazovanju učenika. Osim sˇto školu čine
“životnijom”, panoi privlače pozornost, obo-
gaćuju znanje učenika i povećavaju interes za
matematiku. U metodičkoj radionici PANOI
mogu se estetski, stručno i na zanimljiv nacˇi
obraditi i predočiti mnogi sadržaji iz nastav-
nih programa, ali i mnogi dodatni sadržaji.
Izbor je velik: i mi smo se natjecali, veliki
matematičari, iz zabavne matematike, mate-
matičke igre, fraktali, simetrija u prirodi, ma-
tematika i život, jeste li znali?, zanimljivosti
i dr.

Ovaj članak treba biti i poticaj čitateljima
da sudjeluju u iznošenju novih ideja i osmisˇ-
ljavanju novih metodičkih radionica. Alat svi
imamo. Počnimo razmišljati!
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matika i škola 8�2001�, 106–110.
�2� Z. Kurnik, Posebne metode rješavanja mate-
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