|z rjieCnika metodike

MetodiCka radionica

Zdravko Kurnik, Zagreb

U danasnje vrileme tesko je naci pod- matike. Jedan od njih sseminari za ucitelje
rucje ljudske djelatnosti za koje ne trebaju i profesore matematike koji se provode dugi
odretena matematicka znanja. Svakodnev- niz godina i koji su tako postali tradicionalni
ni rad iziskuje sve viSe umnog napora, ana- oblik rada. Meditim, oni imaju jednu izrazi-
lize sloZenih procesa, pravilnih rasvahja, tu slabost: o izboru tema odluCuju fiege
logiCkih zakljuCivanja i rjieSavanja razliCitih  samo predavaci, teme su he§ce nepoveza-
problema. Raste potreba za stru¢njacima s ne, nema dogovora ni uskiledosti, a prili-
dobrim matematickim znanjem i umijem kom obrade tema slusSatelji su dosta pasivni.
da ta znanja znaju primijeniti. Zato ditue Posljednjih godina ozbiljnije se razmislja o
postavlja pred Skolu sve vece zahtjeve u po- poboljSanju ovog oblika rada. Rezultat tog
gledu obrazovanja mladih ljudi. Da bi Skola promisljanja je uvodnje matematickih i me-
mogla na zadovoljavajuci hacin odgovoritina todickih radionica.
postavljene zahtjeve, mijenjaju se i oboégac
ju nastavni programi, usavrSavaju nastavne
metode, gvode nova nastavna sredstva i teh-
nologije. 4vimo u vremenu u kojem jednom  Metodicka radionica
steCena znanja nisu dovoljna. Razvojem dru-

Stva neka od tih znanja brzo postaju neupora- .

bljiva i beskorisna, javlja se potreba za novim Sto je metodicka radionica? Metodika
znanjima. To znadi da se i nastavnik mate- hastave matematike vrlo jasno istice da je za
matike mora neprekidno usavrsSavati. ucenike na.jb0|j| oblik nastave kombinacija

Sada se lako nasluéuje da suvremena na-9rupnog i individualnog rada. Taj je oblik
stava matematike postavlja i zahtijeva'ges rada u nasj skolskoj praksi prilicno zapo-

vanje dva bitna problema. To su: stavljen. Da bi nastavnik matematike bolje
problem razvoja stvaralackog mislje- spoznao vrijednosti i prednosti toga oblika
nja i kreativnih sposobnosti uéenika rada, najbolje je da i sam dedi takvu prob-
problem primjerenog osposobljava- lemsku situaciju, da tako radi. To je kijoa
nja nastavnika matematike. zamisao metodiCke radionice.
Suvremena metodika nastave matemati- Metodic¢ka radionica je prematome ob-
ke pruza razne mogucnosti za rjieSavanje ovih lik aktivnijeg sudjelovanja nastavnika ma-
dvaju problema. tematike u vlastitom usavrSavanju s’ iac

Osvrnimo se malo podrobnije na drugi naglaskom na metodickim postavkama i za-
problem. | dosad su postojali razli€iti oblici  konitostima putem rada u manjim grupama
cjeloZivotnog usavrsavanja nastavnika mate- nastavnika matematike u kojem se ostvaruju
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sljedeci ciljevi:

iznoSenje vlastitog iskustva

slusanje drugih nastavnika i upoznava-
nje njihovih iskustava

razgovor o idejama i metodickim pita-
njima

razmjena ideja

zajednicko osmisljavanje problema i pi-
tanja

osmisljavanje metodickog pristupa rje-
Savanja problema

djelotvorna rasprava o rezultatima samo-
stalnog i zajednickog rada
provjeravanje osobnog misljenja

e razvijanje sposobnosti prosiuenja i za-
klju¢ivanja

razvijanje sposobnosti matemaig ko-
municiranja i dr.

Rad u metodickoj radionici proizlazi iz
prvog gore navedenog problema koji se mo-
Ze rasglaniti u pet ciljeva suvremene nastave
matematike:

ucenje vrednovanja matematike

razvijanje i njegovanje matemati-

Ckih sposobnosti

razvijanje sposobnosti rjeSavanja

problema

ucenje matematickog rasudvanja

ucenje matematicke komunikacije.

Usporetvanjem ciljeva vidi se da su ci-
ljevi rada nastavnika matematike u metodic
koj radionici potpuno prilagoehi ostvarenju
navedenih ciljeva suvremene nastave mate-
matike.

Nije teSko navesti podrucja i teme po-
godne za primjenu metodickih radionica. To
Su gotovo bez iznimke sva podrucja nastavni-
kovedijelatnosti, ali neka podrucja su izrazito
pogodna za njih. Primjena metodickih radi-
onica u tim podrucjima moZe kasnije znatno
unaprijeditirad s u¢enicima u nastavnhom pro-
cesu, posebno rad s naprednijim ucenicima.
Jer, radom u metodickoj radionici nastavnik
dobiva primjerenueorijsku osnovui meto-
dicku razradu neke teme s nizom prikladno
odabranih primjera i zadataka, a zajednic
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stavovi nastavnika u pojedinim grupama da-
ju svakom nastavniku matematike vecu sigur-
nost pri izvogenju viastite nastave.

Evo nekih podrucja nastawdve djelat-
nosti:

redovna nastava, dopunska nastava, do-
datna nastava, matematicke grupe, matema-
ticka literatura, povijest matematike, zanim-
ljiva matematika, popularizacija matematike,
matematicka natjecanja.

Opisat ¢emo u kratkim crtama zamisli u
vezi s metodic¢kim radionicama u tri podruc
ja.

Redovna nastava. Redovna nastava je
teZzste cjelokupne nastavkove djelatnosti i
za njezino izvodnje nastavnik ulaZe najvi-
Se vremena, truda i energije. Na seminarima
nastavnici ¢esto u vezi s redovnom nastavom
iznose razlicite probleme i dileme, te tmz
odgovore na mnoga pitanja. Zato za primje-
nu metodickih radionica ovdje postoje veli-
ke mogucnosti. Predmet rada u njima faoz
biti: planiranje, razrada nastavnih planova
i programa, inicijalni testovi, osmisljavanje
pojedinih nastavnih jedinica, motivacija, iz-
bor oblika rada i nastavnih metoda, izbor
prikladnih primjera i zadataka, skolske zada-
¢e, ocjenjivanje ucenika, primjena racunala
u nastavi matematikiedr.

MetodiCke radionice s gornjom temati-
kom najlakse i najg€e mogu se odrZavati u
struc¢nim aktivima Skola. Strucniaktivisuvec
sami po sebi male grupe i dobri rezultati rada
u njima mogu se brzo posti¢i. No, vaznost
tih metodickih radionica je opéeg karaktera,
pa je poZeljna njihova povremena organiza-
cija i Sire, na nivou gradova, Zupanija i cijele
zemlje.

Dopunska nastava.Dio uCenika propu-
stio je pravi trenutak stjecanja nekih znanja
i sada ih Ceka dvostruki rad: nadokimnzad
nje propustenog i svladavanje novog gradiva.
Mogu li oni to i kako? To je pitanje koje
si postavlja svaki nastavnik matematike. Po-
punjavanje praznina u znanju ucenika zbog
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toga postaje vrlo zahtjevan posao. Metodic
ka radionica u kojoj bi nastavnici razmijenili
iskustva i osmislili zajednicki pristup proble-
mu dopunske nastave sigurno bi pomogla pri
traZenju odgovora na gornje pitanje. Time bi
svaki nastavnik bio oslob@th muke da sam
pronalazi najbolje rjeSenje.

Matemati¢ka natjecanja. Natjecanja
Su vana iz vie razloga. Ona pobuwgl i Sire
interes za u€enje matematike, razvijaju na-
viku intenzivnog i ustrajnog rada, obogacuju
matematicko znanje, a vazna su i zato se
na njima ucenicima pruza prilika i ispunjava
prirodna Zelja da provjere svoje matenikéc
sposobnosti. Madim, dugogodiSnje prac
nje matematickih natjecanja pokazuje da se
i nasi najbolji ucenici ¢esto dobro ne sna-
laze u rjeSavanju nestandardnih i sloZenijih
zadataka i postiZu slabe rezultate. Manjkaju

2 do 4 zadatka s nejednakostima. Zadaci
s nejednakostima su jedan primjer zadataka
prirjeSavanju kojih srednjoskolci imaju dosta
potekoca. Razlog moZemo pronaci najpri-
je u manjkavosti pripreme ucenika za tako
zahtjevnu aktivnost kao Sto su natjecanja.

Jedan od razloga neuspjesnosti dokazi-
vanja nejednakosti nalazimo i u zbirkama za-
dataka iz elementarne matematike. One obi-
¢no imaju posebna poglavlja s nejednakos-
tima, ali i znaCajan nedostatak. Dokazi ne-
jednakosti koji se daju u zbirkama prétez
su kratki, saZeti, a nisu rijetki ni dokazi koji
se zasnivaju na ostroumnosti i domisljatosti.
lako se i iz takvih dokaza moZe mnogo nau-
Citi, opravdana je zamjerka Sto im je glavni
cil neposredna potvrda postavljene konkret-
ne tvrdnje, dok je zapostavljemaetodicka
strana dokaza, odnosno objasnjenje i razra-

im neka znanja, ne poznaju neke jednostavne gapostupka koji bi se mogao primijeniti i u

metode rjeSavanja matematickih problema.

Buducéi da je za uspjesno rjeSavanje pro-
blema iz nekog podrucja matematike potreb-
na prije svega primjerena teorijska osnova i
njezina dobra metodicka razrada, to rijeSenje
uocenog problema treba potraZiti u organiza-
ciji posebnih metodickih radionica. U njima
bi se nastavnici matematike upoznali s na-
¢inom primjerenog pripremanja uc¢enika za
natjecanja.

Za ilustraciju opisat ¢emo ukratko teori-

jske osnove za dvije teme, vaZne za matema-

ticka natjecanja. Prva je prededa za rad s
ucenicima srednjih Skola, a druga s ucenici-
ma osnovnih Skola.

Metodicka radionica
ALGEBARSKE NEJEDNAKOSTI

Zadaci s nejednakostima Cesto se pojav-
ljuju na matematickim natjecanjima. Tako
se na nasim matematickim natjecanjima sva-
ke godine ucenicima daju na rjeSavanje od
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drugim sliénim slu¢ajevima.

Sdruge strane, podrucje nejednakosti vr-
lo je pogodno za uspjesSnu primjeanalize,
jer se ovdje, za razliku od nekih drugih po-
druc¢ja matematike, istraZivanje moze odmah
usmjeriti na pravi put koji u vecCini slucaje-
va brzo daje pozitivne rezultate. Tako u prvi
plan dolazi u¢enje i usvajanje metoda. Ne
treba posebno naglasavati koliko je ta Cinje-
nica vazna u radu s naprednijim ucenicima,
buducida onibrze shvacaju i ve¢ nakon par ri-
jesenih primjera usvajaju metodu rjeSavanja.
Time se ujedno smanjuje potreba rjeSavanja
velikog broja zadataka, s ¢ime se nerijetko
pretjeruje. S druge strane, metode pruzaju
uc¢enicima vecu sigurnost i nadu da ¢e neki
problem rijesSiti na zadovoljavajuci nacin, a
usvojeno znanje je trajnije.

MetodiCka radionica NEJEDNAKOSTI
ima za cilj upravo to: pruZiti nastavnicima te-
orijsku osnovu i metodicku razradu postupka
potrebnog za uspjesno rjeSavanje zadataka iz
ovog podrucja. PrenoSenjem tog znanja-uc
nicima osigurava se njihova primjerenija pri-
prema za natjecanja. Postupak se sastoji od
tri koraka.
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1) Provjera znanja 0 osnovnim svojstvima
nejednakosti.

U Skoli se uc€i niz osnovnih svojstava
nejednakosti koja su dovoljna pri dokaziva-
nju nekih jednostavnijin nejednaksti. Njiho-

VO poznavanje se pretpostavlja, Sto nastavnik

treba neposredno provjeriti. Evo najvaznijih
od tih svojstava:
1) Akojea>bib>c, ondajea> c.
2) Akojea>b,ondajea+c>b+c.
3) Akojea>bic>d, ondajea+c >
b+d.
4) Akojea>bic< d ondajea—c >
b—d.
5) Akojga> bic> 0, ondajeac > bci

a
C .C - - -
6) Akojea>bic < 0,ondajeac< bci
a b

c

C
7) Ako sua, b, ¢, d pozitivni realni brojevi

ia>bic>d, ondajeac> bd.
8) [a+b| <la +[b|.
9) la—b| > [a] - [b].
10) Akojea > b > 0ix > 0, onda je

a > b
11) Akojea > 1ix >y > 0, onda je

a*>a,aakoje0<a<lix>y>0,

onda jea* < &.

Ovdje se veC pruza nastavniku prilika da
ukazuje ucenicima na mogucn@stoptava-
nja svojstava 1, 3), 7) i 8). PoZeljno je da
ucenici i rijeCima znaju iskazati sve te nejed-
nakosti.

2) Provjera znanja o jednostavnijim i po-
sebnim nejednakostima.

Za dokazivanje sloZenijih i tezih nejed-
nakosti Cesto se primjenjuje niz jednostav-
nijih i posebnih nejednaksti. Sigurno je da
napredniji u€enici znaju neke od njih. Prije
daljnjeg rada nastavnik treba provijeriti Sirinu
tog poznavanja. Evo nekih od tih nejednako-
sti:

1) &+ b? > 2ab.

2) 9+222(ab>0).

(on
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a b

L2 < - .

3)b+a_ 2(ab< 0)

a a+c

4)B<m(ab,c>0,a<b).
a+b?> _ a+b 2ab

> > Vab > ——

°) 7 2z zVabhz o=

(a,b>0).

6) (a2 + b?)(c? + d?) > (ac+ bd)2.

Ovaj niz nejednakosti lako se moZe na-
dopuniti analogonimai poopcenjima. Po-
Zeljno je da to ucine sami ucenici. Na taj
nacin se njeguje i razvija njihova kreativnost.
Takotkr je poZeljno da se niz nejednakosti
koje uCenici poznaju neprestano prosiruje no-
vim nejednakostima. Ako jo§ napomenemo
da dokazi nekih od tih nejednakosti nisu jed-
nostavni, onda postaje vidljivo da ve¢ ovdje
ima dovoljno prostora i mogucénosti za ozbi-
ljan rad s ucenicima. Svakako da ¢e dobro
pripremljen nastavnik to znati iskoristiti.

3) Upoznavanje ucCenika sa standardnim
metodama dokazivanja.

Postoje razliCiti nacini dokazivanja ne-
jednakosti. U zbirkama zadataka hefite se
susrecu sljedeca tri:

1) Nacin dokazivanja je ocigledan, lako
uocljiv, prirodan i sam se namec

2) Primjena posebnih nejednakosti.

3) Primjena metode matematicke indukci-
je.

Dobro je odmah pomisliti na ove fiac
ne. Ali, Sto onda ako nijedan od ovih nacina
dokazivanja nije primjenjiv ili se primjena
ne otkriva brzo? €st je sliiaj da u@nici
zbog nesigurnosti i kod relativho jednostav-
nih nejednakosti gube dosta vremena u pro-
misljanju i na kraju ih ne uspijevaju dokaza-
ti. Odustaju. Sigurniji pristup dokazivanju
nejednaksti nalazi se u dosljednjoj primjeni
analize.

4) Primjena analitiCko-sinteticke metode.

U podrucju nejednakosti analitiCko-sinte-
ticka metoda je metodicki dobro razexth i
moZe se primjereno primijeniti od pocetka.
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Kao polazni korak sluzi zadana nejedna-
kostNy. Ta nejednakost nastoji se transfor-
macijama prevesti u Sto jednostavnije nejed-
nakostiNg, Np, . .., Nx_1, Nk, acilj je da kraj-
nja nejednakosty bude ocigledna. Transfor-
macije koje se nag&e koriste sumnoZenje
nejednakosti zajednickim nazivnikom ¢lano-
va, prenosenje ¢lanova na istu stranu, mno-
Zenje zagrada, drukcije grupiranje ¢lanova,
izlu€ivanje zajednickih faktora, supstitucija.
Ako se nejednakost svela na oblik0, oCig-
lednost krajnje nejednakodtf postiZze se na
taj nacin da se lijeva strana nejednakosti pri-
kaZe kao zbroj pozitivnih ¢lanova, 5to se opet
najee¥e postiZze kvadratima. Tako se dobiva
niz istinitih implikacija. Analizom se otkriva
pocetni korak dokaza. Dokaz se provodi sin-
tezom. Ukratko:

(Analiza)

No—=N; = ... = N1 — N«.
(Sinteza
Nk=—= N 1— ... = N1 = Np.

Ako nastavnik upozna ucenike s opisa-
nim postupkom dokazivanja nejednakosti na
nizu prikladno odabranih primjera, u€enie c
kod svake nove nejednakosti moc€i bez velike
pripreme i nervoze poceti s njezinim dokazi-
vanjem.

Slabo poznavanje gornjeg postupka ilu-
strirat Cemo primjerom s natjecanja.

Primjer. NaDrZavnom natjecanju 1994.
godine ucenici prvog razreda trebali suTifes
i sljedeci zadatak:

Dokazite da za svaka dva pozitivna broja
p i g vrijedi nejednakost

(P + p+1)(c? +q+1) > 9pq

lako ovaj dokazni zadatak zaista nije te-
Zak, na natjecanju ga je u potpunosti dokazalo
samo 10 ucenika od njih 26.a& 13 uceni-
ka nije osvojilo ni bod, med njima i jedan
nagraekni ucenik!

Pogledajmo koje su mogucénosti stajale
pred u€enicima.
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Ako se poznaje osnhovni postupak pri do-
kazivanju algebarskih nejednakosti, onda se
gornja tvrdnja moZe brzo opravdati. U tom
postupku misljenje se najprije usmjerava na
otkrivanje lako uocljivog nacina dokazivanja,
zatim se pomislja na primjenu nekih jednos-
tavnih i posebnih nejednakosti, a u krajnjem
slucaju primjenjuje se analitiCko- sintétiz
metoda svodnja na ociglednu nejednakost.
Pogledajmo ostvarenja raznih zamisli:

a) Prikladna transformacija lijeve strane
nejednakosti dajé? + p+1)(? +q+1) =
[(p— 1)>+ 3pJ[(q - 1)* + 3q] a to je dito
> 9pq

b) Padjivim gledanjem polazne nejed-
nakosti brzo se uoCava da se ona ‘moz
shvatiti kao rezultat mnoZenja nejednakosti
PP+p+1>3p,F+q+1>3q Avri-
jede li te nejednakosti? Vrijede, jer su one
posljedice ocitih nejednakostp — 17 > 0,
(q-12>0.

c) Nakon dijeljenja sapq nejednakost
moZemo zapisati u obliku

1 1
m+B+DM+a+D29

Valjanost ove nejednakosti proizlazi iz
¢injenice da za svaki pozitivni broj vrijedi
nejednakosxk +% > 2. U ovom dokazu pri-
mjenjuje se, dakle, jednostavna nejednakost
2) iz 2).

d) Analiticko-sinteticka metoda. Pret-
postavimo da ucenici nisu “vidjeli” ni jedan
od gornja tri brza i jednostavna dokaza. Tada
im je ostala joS mogucnost primjene ove me-
tode. Nejednakost svedemo u prvom koraku
na oblik(p? + p+1)(¢? +9q+1) — 9pg > 0,

a zatim lijevu stranu transformiramo sve dok
konac¢no ne dobijemo ociglednu nejednakost.
Imamo redom

(PP+p+1)(F+q+1) —9pg=
= p0P+p°0+ PP+ pof+p+aP+a+1-8pq
= (P9’ —2pa+1)+(p*d—2pcH-0)

+ (PP —2pcH-p)+(P*+0°—2pQ)

ﬁ 16, 2002



= (Pa—1)?+0a(p—1)*+p(g—1)*+(p—a)?
> 0.
Nije teSko zakljuciti da bi znanje iz ove
metodicke radionice znatno poboljSalo’ijes
vost gornjeg zadatka. | ne samo njega.

Metodicka radionica 5
DIOFANTSKE JEDNADZ BE

U programu natjecanja iz matematike
stoji sliedeci dodatak: U¢enici osnovnikas
la koji sudjeluju na Zupanijskim, regionalnim
i drZavnom natjecanju mogu ocCekivati zadat-
ke i iz ovih podrucja: logicki zadaci, kombi-
natorni zadaci, diofantske jednadZbe i Diric
letov princip.

Na taj nain diofantske jednadze su
odabrane kao dodatni matematiCki saqrz
koji napredniji ucenici trebaju poznavati da
bi bili Sto bolje pripremljeni za navedene ra-
zine natjecanja. Koje se jednadZbe nazivaju
diofantske jednadZbe?

Algebarske jednadZbe ili sustav takvih
jednadZbi s dvije ili viSe nepoznanica s cje-
lobrojnim koeficijentima za koje se traZe cje-
lobrojna ili racionalna rjesenja nazivaju se
diofantske jednad® Pri tome broj nepoz-
nanica veci je od broja jednadZzbi. Diofantske
jednadZbe mogu biti linearne i nelinearne.

Primjeri: 4x — 5y = 0, X + 7y = 8,
6x + 2y — 11z = 14 (linearne diofantske
jednadbe), x2 — 2y2 = 1, x2 +y2 = 7,
Xy — 5x +y = 12 (kvadratne diofantske jed-
nadde).

Mnogi matematicki problemi svode se
na rijeSavanje diofantskih jednadzbi. Postoje
razne metode njihova rjeSavanja. Neke od
njih su jednostavne i primjerene znanju ma-
tematike uCenika osnovnih skola. Za njihovu
primjenu dovoljno je samo malo pokretljivi-
je misljenje, odredni nacin rastigtanja koji
ne izlazi iz okvira Skolske matematike. Me-
dutim, i ovdje je potrebno istaknuti da ¢esto
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i nasi najbolji ucenici osnovnih skola imaju
potekota s rijeSavanjem takvih nesto Spz
nijih zadataka. Razlog je lako otkriti: ne
znajuéi odredne nacine rjeSavanja, ucenici
za takve postavljene zadatke misle da Su tes
ki i odustaju, a njihovo znanje ostaje pasivno
i neiskoristeno.

Ocito, treba poboljsati i nacin priprema-
nja ucenika osnovnih skola za matemikaic
natjecanja. Kad se to kaZe, onda se ne misli
samo da ucenici trebaju u okviru tih pripre-
ma rijesiti Sto vise razli¢itih zadataka. 1 to je
svakako dobro, ali ono sto je daleko vazni-
je jest da ucenici tijekom priprema obogate
svoje znanje novim Cinjenicama, a posebno
odgovaraju¢im metodama rjeSavanja.

Metodicka radionica DIOFANTSKE JED-
NADZBE ima za cilj upravo to: pruZziti ucite-
ljima matematike teorijsku osnovu i metodic
ku razradu postupka potrebnog za usSpges
rieSavanje zadataka iz ovog podrucja. Pre-
nosenjem tog znanja u€enicima osigurava se
njihova primjerenija priprema za natjecanja.
Postupak se sastoji od dva koraka

1) Provjera znanja ucenika o osnovnime
njenicama o brojevima.

Za uspjesno rjeSavanje diofantskih jed-
nadZzbi potrebno je i korisno da ucenici znaju
niz Cinjenica o brojevima. Evo nekih od njih:

1° Parni prirodni broj je oblika R a neparni
oblika x — 1.

Prirodni broj je djeljiv sa 39) ako mu
je zbroj znamenaka djeljiv sa(3d).
3° Ako je svaki pribrojnik djeljiv nekim
brojem, onda je i zbroj djeljiv tim bro-
jem.

UmnoZak tri uzastopna prirodna broja
djeljiv je sa 6.

UmnoZak dva uzastopna parna broja dje-
ljiv je sa 8.

Kvadrati prirodnih brojeva ne mogu za-
vrSavati sa 2,3,7 i 8.

Svaki prost broj veci od 3 oblika jek6- 1

il 6k+ 1.

20

4°
5e
6°
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8° Ako je n? paran(neparai broj, onda je
i n paran(neparan broj.
9° Zbroj i razlika dvaju cijelih brojeva iste
je parnosti.
PoZeljno je da se ovaj niz u toku rada
prosiruje novim €injenicama i tako polaa
znanje ucenika o brojevima.

2) Upoznavanje ucenika s metodama rje-
Savanja.

Koje metode rjeSavanja diofantskih jed-
nadZzbi je poZeljno da ucenici znaju? To su:
metoda umnoska, metoda kvocijenta, metoda
parnosti, metoda posljednje znamenke i me-
toda nejednakostiSve su te metode zapravo
posebni oblici jedne opte metode, koja se na-
zivametoda razlikovanja slu¢ajevaMetoda
igra vaZznu ulogu u matematici i nastavi ma-
tematike zbog svoje glavne znacajke da se
njezinom primjenom rjeSavanje nekod ¢gz
problema svodi na rjeSavanje nekoliko jed-
nostavnijih problema.

1. Metoda umnoska. Metoda se sas-
toji u sliede¢em: zadana diofantska jedfradz
ba svede se najprije nizom transformacija na
oblik u kojem je lijeva strana, gdje se nalaze
nepoznanice, umnozak, a desna strana broj.
Zatim se razmatraju svi moguci slu¢ajevi za
dobivene faktore.

Primjer. Ako trebamo rijesiti kvadratnu
diofantsku jednadauxy+7x—2y—25=0u
skupu cijelih brojeva, onda je najprije trans-
formiramo na oblik(x — 2)(y + 7) = 11, a
zatim usporedjemo faktore na lijevoj i des-
noj strani. Jednadzba se svodi na rjeSavanje
Cetiri sustava dviju linearnih jednadzbi s dv-
jema nepoznanicama.

2. Metoda kvocijenta. Metoda se sas-
toji u sliede¢em: zadana diofantska jedfadz
ba transformira se tako, da se jedna nepoz-
nanica predoci kao racionalna funkcija druge
nepoznanice, transformira u zbroj cijele i ra-
cionalne funkcije druge nepoznanice, a zatim
se analizom druge funkcije izdvoje svi mo-
guci slucajevi.

Primjer. Ako trebamo rijesiti linearnu
diofantsku jednada 1 + 3y — 4 = O,

10

onda je najprije transformiramo na oblik

y = =3 + —X, a zatim ispitujemo za
koje je vrijednostix drugi pribrojnik cio broj.

3. Metoda parnosti. PrirjeSavanju dio-
fantskih jednadai Cesto je vrlo korisno pod-
sjetiti se na podjelu skupa cijelih brojeva na
parne i neparne brojeve. Metoda parnosti sa-
stoji se u tome da se u zadanoj diofantskoj
jednadZbi odredi parnost jedne od nepozna-
nica i na temelju toga zakljuCuje ima li jed-
nadzba cjelobrojno rjesenje ili ne.

Primjer. U linearnoj diofantskoj jed-
naddi (" +n+ 2)x+ 2y = 1 pribrojnici na
lijevoj strani uvijek su parni brojevi, a des-
na strana je neparan broj, pa jednadZba nema
cjelobrojno rieSenj&, y ni za jedan cijeli broj

4. Metoda posljednje znamenke.Ci-
jeli brojevi imaju razna svojstva. Mnoga od
njih odnose se na njihove posljednje znamen-
ke, znamenke jedinica. Ona se posebno pro-
matra pri odretanju parnosti, djeljivosti sa
2, 51 10, ispitivanja ostatka pri dijeljenju s
nekim brojem i dr. Metoda se sastoji u tome
da se u zadanoj diofantskoj jednadzbi odre-
de posljednje znamenke brojeva na lijevoj i
desnoj strani i da se na temelju toga izvede
zakljucak ima li jednadZba cjelobrojno s
nje ili ne.

Primjer. U kvadratnoj diofantskoj jed-
nadai 5x + 2y? = 2001 prvi pribrojnik za-
vrSava sa 0 ili 5, drugi pribrojnik zavasa
sa 0,2 ili 8, pa & + 2y? zavrSava jednom
od znamenki 0,2,3,5,7 ili 8. Usporgdnjem
posljednjih znamenki brojeva na lijevoj i de-
snoj strani dolazimo do zaklju¢ka da ne pos-
toje cijeli brojevix i y koji zadovoljavaju tu
jednadbu.

5. Metoda nejednakosti.Skup u kojem
rieSavamo neku diofantsku jednadZbu “ebic
no je presirok s obzirom na krajnji rezultat
rieSavanja. Bit metode nejednakosti sastoji
se u suZavanju podrucja mogucih vrijednosti
nepoznanica u jednadzbi i razmatranju'shuc
jeva u tako dobivenom suzenom skupu.
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Primjer. Treba rijeSiti jednadau

1 1 1
-+ -+ == 17
X 'y z
u skupu prirodnih brojeva. Je li ovo diofant-
ska jednadzba? Jest, samo nema prikladan
oblik. Nakon mnoZenja sa zajednickim na-
zivnikom xyz vidimo da je to kubna diofant-
ska jednadzba. Pri tjeSavanju te jedfiaeiz
najprije se zakljuCuje da mora biti > 1, a

. .11 1

zboguv1etax<y<2|;+;+— > 1,
tj. x < 3. Dakle jex = 2. Sada se uvrsti ta
vrijednost u jednadZbu i nastavlja se razmat-
ranjem druge nepoznanice i td.

Ako nastavnik upozna ucenike s opisa-
nim metodama na nizu prikladno odabranih
primjera, u€enici ¢e kod svake nove jediadz
be moci bez velike pripreme i nervoze poceti
S njezinim rjeSavanjenv. [4]).

(x<y<2z

NAPOMENE

Metodicke radionice su noviji oblik cje-
loZivotnog usavrSavanja nastavnika matema-
tike, ali tu ve¢ imamo vrlo korisna i dob-
ra iskustva. Dosad je odrZzano 14 mefodic
kih radionica u kojima je obradano slje-
dec¢ih 8 tema: GEOMETRIJSKE KONS-
TRUKCIJE (primjena racunalg NEJED-
NAKOSTI, MATEMATIC KI ZADATAK S
VISE NACINA RIESAVANJA, DOKAZI-
VANJE U NASTAVI MATEMATIKE, ME-
TODE RIE®WANJA DIOFANTSKIH JED-
NADZBI, MATEMATIC KI POJMOVI- DE-
FINICIJA, LIKOVI | TIJELA (primjena ra-
cunalg i PRESLIKAVANJA RAVNINE (pri-
mjena racunala Za sve radionice bili su
pripremljeni odgovaraju¢i pisani materijali.
Poblize o njima moZete naw [2],3],[4],
[5,[6],[7] i [9]. Osim toga, svaka Ce tema
biti detaljnije obra@éna u posebnoj knjizici.

Casopis MiSpovremeno ima rubriku
Metodicka radionica lzdvajamo dva priloga
iz te rubrike. U[8] opisana je radionica MA-
TEMATIKA KROZ DIDAKTIC KE IGRE i
pokazano kako se kroz igre stjecanje znanja
moze udniti ugodnijim i djelotvornijim. Te-
me su bile: rjeSavanje jednadZbi s jednom

h\74

ﬁ 16, 2002

nepoznanicom i likovi i formulgVI. Raz-
red). Radionica moZe biti poticaj za obradu
drugih sadrZaja na slican nacin.[1) opisan

je PANO U MATEMATICKOJ UCIONICI.
Panoi u skoli, ne samo u matematickoj ucio-
nici, mogu odigrati vaznu ulogu u odgajanju

i obrazovanju ucenika. Osirficsskolu Cine
“Zivotnijom”, panoi privlac¢e pozornost, obo-
gacuju znanje ucenika i povecavaju interes za
matematiku. U metodickoj radionici PANOI
mogu se estetski, strucno i na zanimljiv'hac
obraditi i predociti mnogi sadrZaji iz nastav-
nih programa, ali i mnogi dodatni sadrZaji.
Izbor je velik: i mi smo se natjecali, veliki
matematicari, iz zabavne matematike, mate-
maticke igre, fraktali, simetrija u prirodi, ma-
tematika i Zivot, jeste li znali?, zanimljivosti
idr.

Ovaj ¢lanak treba biti i poticaj Citateljima
da sudjeluju u iznoSenju novih ideja i osmis
ljavanju novih metodickih radionica. Alat svi
imamo. Poc¢nimo razmisljati!
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