Obljetnica
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800 godina
starl zec evi

Branimir Daki¢, Zagreb

Prije 800 godina Leonardo iz Pise, po- jojje Leonardorano naucio osnove aritmetike
znatiji kao Fibonacci, objavio je svoju vrlo i arapski jezik. Putujuci poslom po Egiptu,
cuvenu knjiguLiber abaci Ovaj je tekst po-  Siriji, Grckoj i Siciliji izuCavao je tamosSnja
svecen upravo toj obljetnici. praktiCna alii opta matematicka znanja. Vra-
tivsi se kuéi objavio je 1202. godine spome-
nutuKnjigu o abaku.Knjiga je podijeljena u
15 poglavlja u kojima se uz prakticne tac
ne iz gospodarstva i trgovine obrgd i neke
Cisto matematicke teme, kadcssu dtanje i
pisanje brojeva u hindu i arapskom sustavu,
neodre@ne jednadZbe, postupak odkeahja
drugog i treCeg korijena, itd. U istoj knjizi
nalazi se i sljedeci vrlo popularan zadatak:

Ako svaki par zeCeva dade svega dva pa-
ra zeCeva, jedan par sljedee generacije i
jos jedan par generacije koja slijedi, nakon
Fibonacci je roén oko 1170. aumro je  Cega ugine, koliko ¢e parova zeceva biti u n-
oko 1250. godine. Bio je sin talijanskog tr-  toj generaciji, uz pretpostavku da na pocetku
govca Guglielma Bonaccia, po ocu je i dobio imamo jedan jedini par?
nadimak. Leonardov je otac u gradu Bugia
(suvremeno francusko ime grada je Boygie Promotrimo pozorno sljedecu sliku koja
na sjevernoj obali AlZira imao trgovinu u ko- ilustrira zadatak.
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Oznacimo li sf; broj parova u-toj ge-
neraciji, tada mozemo zapisati:

fi=1

fo=1

(pocetni, prvi pay
(par koji je neposredni
potomak prvoga paja

frr2 = fn 4+ fria
Na ovaj je nacin definiran niz brojeva u ko-
jem je svaki ¢lan, osim prva dva, zbroj dvaju
koji mu neposredno prethode:

1,1,2 35,8 13 21 34, 55,
89 144 233 377.61Q ...

koji se zoveribonaccijev niz. Qanovi niza
su Fibonaccijevi brojevi.
Ocito, zadatak zahtijeva odregdnje n-
tog Clana ovog niza, broj&. Ako je n velik,
tada ispisivanje svih prvih ¢lanova niza ne-
ma smisla, pa je jedan od zadataka odrediti
formulu opeg dana niza. Tu je formulujie
ni se, prvi pronasao Francuz Jacques Philippe
Marie Binet(1786.-1856). pa se po njemu i
zoveBinetova formula. Ona glasi:
1 [(1+vB)" [(1-vB)
V5 2 2 ’
Provjera njezine valjanosti lijepa je Viea
primjene matematicke indukcije.
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Fibonaccijev zadatak o zeCevima imia c
tav niz vrlo zanimljivih i neocekivanih nasta-
vaka. Evo jednog od njih.

Promatramo i nizi koli¢nika po

+1
dvaju uzastopnih ¢lanova niza, primijetie-c
mo kako taj niz t& prema brojuzt

\/52 ! ~ 0.618 Taj broj je zanimljiv jer
je rije€ o zlathom rezu duZine duljine 1.

Naime, ako duZinu duljine 1 podijelimo
na dva dijela tako da je omjer duljina \exg
dijela i duZine jednak omjeru duljina manjeg
dijela i ve€eg dijela, kaZzemo da smo nacinili
zlatni rez duzine.

X 1-x

Prema slici bi bilo
x:1=(1-x):Xx,
a odatle se dobije kvadratna jedribdz +

x—1 = 0. Njezino pozitivho rje§enje\/§2—l

je duljinax, koja se naje€e oznacCava slo-
vom . Uoc¢imo da je duZina na ovaj nacin po-
dijeljena na dva dijela od kojih je jedan prib-
liZno 618% a drugi priblizno 382% njezine
duljine.

Ova veza Fibonaccijevog niza i zlatnog
reza uistinu je dojmljiva. Jer zlatni se rez du-
Zine pojavljuje u najrazlicitijim situacijama.
Primjerice, poznata je ¢injenica da se dijago-
nale pravilnog peterokuta sijeku u tockama
koje su zlatni rezovi dijagonala.

Tako su toke M i N zlatni rezovi dija-
gonaleEC.

AM

A

B

Kad u karakteristicnom trokutd\ABS
pravilnog deseterokuta povucemo simetralu
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kuta uz osnovicu trokuta, ona od njega odsi-
jece slican trokutAABC. Totka C zlatni je
rez duZineAS To izravno slijedi iz omjera

S10: I = (r —S10) : S10-

Trokut s unutarnjim kutovima 7272,
36° zbog ove se osobine Cesto zoxietni
trokut.

3

o

S10 B

Njegovo opisano svojstvo koristimo pri
konstrukciji pravilnog deseterokuta, pa onda
i pravilnog peterokuta.

No, kao Sto postojizlatni trokut tako
imamo izlatni pravokutnik. To je pravo-
kutnik Cije su dvije stranice dijelovi duZine
dobiveni njezinim zlatnim prerezon¥Zlatni
pravokutnikgotovo nam je neprestance pred
oCima. Naime, brojni predmeti i gradine
u nasoj neposrednoj okolini toga su oblika.
Zlatni pravokutnikse drzi osobito skladnim
pa su toga oblika formati vecine knjiga i sli-
ka, a i u graditeljstvu se o toj €Cinjenici vodi
racuna pa stesto procelja kiec(sve od©-
venog Partenona, hrama grcke boZice Ajene
zlatni pravokutnici.

F_l—oc
G
Ei-—iﬂi
D
Zlatni pravokutnikima ovo zanimljivo
svojstvo: Kad od njega odsijeCemo kvadrat
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sa stranicom Ccija je duljina jednaka duljini
krace stranice pravokutnika, ostatakz]atni
pravokutnik. Nastavimo li tako, dobit ¢emo
prethodnu sliku. No tu nas ¢eka jos jedno iz-
nenaenje; toke A, B,C,D, E, F, G, ... pri-
padaju jednoj osobitoj krivuljijogaritams-
koj spirali. Bas zbog navedenog, ponekad
je zovu josi zlatna spirala. Jacob Bernoulli
nazvao ju jespira mirabilis,divna spirala.

PribliZznu sliku te spirale dobit ¢emo ucr-
tavanjem niza kruznih lukova u odrezane kva-
drate(vidi sliku).

Nikako ne smijemo mijeSatilatnui Ar-
himedovu spiralu

Arhimedova je spirala trag Sto ga ostav-
lja toCka koja se istovremeno jednoliko giba
po pravcu i po kruZnici.

Co

Zamislimo da jeO pol u kojem je centar
Arhimedove spiral@uocimo na njoj neke tri
totke Py, Py i Pz uz pretpostavku da su kutovi
J4P,0P; i ¥P30P; sukladni. Duljine polar-
nih polumjera tih toCaka, duzing,rz i r3
Cine aritmeticki niz. | to je osnovno svojstvo
te spirale.

Ako su pak (uz iste oznakg brojevi
logrs, logrs i logrs uzastopni Clanovi arit-
metickog niza, onda fde P;, P, i P3 leze
na logaritamskoj spirali. Tada dakle vrijedi
jednakostrz = /1 - T>.

U prirodi nazlatnu spiralunailazimo ui-
stinu ¢esto. Engleski prirodoslovac D'Arcy
W. Thompson(1860.-1948. u svojem sa-
da vec klasicnom djeldO rastu i obliku”
detaljno je obradio ulogu zlatne spirale u ob-
licima brojnih prirodnih formi, med kojima
su razne Skoljke, rogovi, kljove, suncokret
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itd. Sir Theodore Andrea Cook objavio je [2] A. Dujella, Fibonaccijev niz HMD, Zagreb,

L e T » . 2001, )
1914. !(njlgu Knvu.lja Z.'V‘?tf'" .u potpunostl [3] A. A. Savelov,Ravninske krivuljeSolska knji-
posvecenu zlatnoj spirali i njezinu mjestu u ga, Zagreb, 1979.
prirodi i umjetnosti. Edward B. Edwards je  [4] D. Zubrinic, BoZanski ili zlatni omjer,MFL
1932. dao ¢itav niz lijepih i simetri¢nih uzo- 2/194, 1998.-99.

raka Cija je podloga ova krivulja. Tu je’jas
nezaobilazni Escher i mnogi drugi.

Na osobini logaritamske spirale da sve
svoje radijvektore sife pod istim kutom, za-
snivaju se raznovrsne primjene ove krivulje
u tehnici. Spomenimo rotirajute ez u
razliCitim strojevima za rezanje, zatim cijevi
kojima se dovodi voda na rotor turbine, razne
zupcCanike itd.

Jedan maniji izbor lijepih primjeraatne
spirale nad ¢ete u nasmPanoptikumu

Ananaslovnici ovog%%—a vidimo sliku
orkanaBonniesnimljenog sa Space Shuttlea
Endeavour Njegov spiralni oblik lako je uo-
citi.

Nadgrobni spomenik Jacoba Bernoullija u Baselu, u
é/icarskoj. Njegova Zelja da se logaritamska spirala
Dostupna literatura na hrvatskom jeziku ugravira na grob bila je ispunjena, no klesar je
[1] B. Dakic Matematicki panoptikum,olska ugravirao pogresnu sp_iralu — Arhimedovu umjesto
knjiga, Zagreb, 1995. logaritamske!

NAUTILUSIli indijska ladica, morskije organizam blizak sipi, lignji
ili hobotnici. Zviu vodama tropskog Zapad-
nog Pacifika u tesko dostupnim podrucjima,
u &umama koraljnih grebena. Vjesto se kre-
¢e na dubinama izmed0 m i 450 m te kao
rijetko koje Zvo bice lako podnosi vece pro-
mjene tlaka i temperature.

GrabeZljivac je, hrani se rfauma i sit-
nom ribom koje hvata sa svojih 38 ili \@s
pipaca.

Nautilus se gotovonije promijenio u po-
sljednjih 500 milijuna godina pa ga c¢esto zo-
vu “Zivuci fosil”.  Zbog toga je zanimljiv
paleontolozima, ekolozima i drugim znan-
stvenicima koji njegovim proucavanjem Zele
prodrijeti u tajnu Zivota u moru u davna vre-
mena.
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