|z rjeCnika metodiks
Primjer
Zdravko Kurnik, Zagreb

U svakom udZbeniku matematike susre-
¢emo dijelove nastavnih sadrZaja koji se na-
Zivaju primjeri. Primjeri igraju vaZznu ulogu
u nastavnom procesu. Pomocu njih ostva-
ruje se nekoliko naCela nastave matematike
kao Sto su nacelo primjerenosti, naCelo po-
stupnosti, nacelo zornosti i nacelo interesa.
Takoter pomocu njih ostvaruje se niz @gc
obrazovnih i odgojnih ciljeva nastave mate-
matike, med ostalim jednostavnost i jashac
matematickog jezika i njegovanje interesa za
ucenje matematike.

Primjeri se razlikuju prema svojoj obra-
zovnoj ulozi. Da bi se uporabom primjera
postigao najbolji obrazovni uc¢inak, potreb-
na je njihova pazljiva i primjerena meto#ta
priprema i obrada.

U ovomdanku opisat cemao vrste primje-
ra i dati jedan mali izbor primjera za razlicCite
nastavne situacije. Razmatranja koja slije-
de nastavnik matematike moze lako prosiriti
vlastitim promisljanjima. Vamo je da pri
uporabi nekog primjera nastavnik ima pred
sobom jasan obrazovni cilj koji se odabra-
nim primjerom Zeli posti€i. Primjer ne smije
biti obi¢an i nevdan zadatak.

A) Definicijski primjeri

Najjednostavniju vrstu €ine primjeri koji
konkretiziraju definicije apstraktnih matema-
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tickih pojmova. Njihova je namjena postiza-
nje jasnoce i bolje razumijevanje definiranih
pojmova. Za ilustraciju navest ¢emo nekoli-
ko pojmova i konkretnih primjera.
1) SustavaiX + b1y = c1, apx + by = ¢,
gdje suag, by, c1, a, by, ¢y racionalni broje-
Vi, naziva sesustav dviju linearnih jednathz
s dvije nepoznanice.
e Primjeri sustava:

5x =3, -7y =2;

X =1, x—4y =0;

X+y=8, x—6y=-10;

4 9 2
3X+gy— —?, ——X+§y—85

10
2) Funkcijaf : Q — Q definirana formu-
lom f(x) = ax+ b, gdje sua, b racionalni
brojevi i a # 0, naziva sepolinom prvog
stupnjaili linearna funkcija

e Primjeri linearnih funkcija:

f(x) =%, f(x)=—15x,
1 5
f(x) = —ésx, f(lx) =4x + 3
3) Funkcijaf : R — R definirana sa

f(x) = ax® + bx + ¢, gdje sua, b, c real-
ni brojevi i a # 0, naziva seolinom drugog
stupnjaili kvadratna funkcija

e Primjeri kvadratnih funkcija:

f(x) =8x%, f(x)=—5x2+ V2x,
f(x) = 21x2—6, f(x) =x% —2x + 1,
f(x) = 1062 — §x+99.
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4) JednadZba u kojoj se nepoznanica nalazi
u eksponentu potencije zove sksponenci-
jalna jednadba.

e Primjeri eksponencijalnih jednadZbi:
=81, 2142x2_2x3=5
32X_7X+1+32X71+32x72_7X71_7X72:O’

2% _-9.2¢420=0, 6-16—4—-1=0,
41— 13.6¢+ 941 =0, 100 -5=0.

lako je za svaki definirani pojam lako
navesti niz primjera, ipak priizboru treba pa-
ziti na raznolikost koeficijenata ili posebnih
slucajeva. Tako su medprimjerima ekspo-
nencijalnih jednadZbi navedeni svi oblici koji
se susrecu u srednjoskolskoj matematici. Sli-
¢no treba postupati pri navedju primjera i
za druge pojmove.

B) Motivacijski primjeri

Matematika ima Siroku primjenu u mno-
gim podrucjima Zivota i mnogim znanostima.
Za opis i bolje razumijevanje konkretnih pro-
blema i pojava Cesto sluZze apstraktni mate-
maticki pojmovi. Drugu vrstu ¢ine upravo
primjeri problema i pojava iz stvarnog Zivota
kojima je svrha jedna motivacija potrebe ob-
rade takvih pojmova u nastavi matematike.

1) Primjeri za obraduinearne funkcije

e Brzina tijela u ovisnosti o vremenu, li-
nearno rastezanje metalnog Stapa pri za-
grijavanju, volumno rastezanje Cvrstih
tijela pri zagrijavanju, promjena stanja
plina, veza Celsiusovih i Fahrenheitovih
stupnjeva dani su relacijama

Vi =Vo+at, It =Iy+bT,
V=V, +cT,
pV =nRT (V konstantno ili
p konstantng,
9
Te = ETC + 32

2)
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Primjeri za obradkvadratne funkcije

e Putd kod slobodnog pada u ovisnosti o
vrementut izraZen je formulom

_1 2
d_égt.

e Ako se iz topniCkog orua kojemu je ci-
jev nagnuta prema horizontalnoj ravnini
pod kutome ispali hitac s poCetnom br-
zinomvp, onda ¢e koordinatg i y nje-
gova te€xsta biti povezane relacijom

g

2
—=5——5—X +Xtgo
2v2 cog o

y =
(ishodiste pravokutnog koordinatnog su-
stava je u té&tu zrna u asu mirovanja

U oba primjera zavisnost opisuje kvad-
ratna funkcija. Kako su grafovi kvadratnih
funkcija parabole, primjeri mogu posluZiti i
kao motivacija za uvoehje pojmagparabole

3) Primjerizaobradeksponencijalne funk-
cije:

e SloZeno ukamacivanje. To ukafnea:
nje banke provode na sljedeci nacin: Na
uloZenu svotus banka nakon prve go-
dine pripisuje kamate og posto i Ste-

o . i Gop .
disa |mapsvotuGl = Go + 100
Go (1 + ﬁ)) Sljedece godine kamate

se pripisuju na povecanu svo itd.
Ako je svotaGy uloZena nan godina,
onda ¢e nakon tog vremena StediSa imati
u banci svotu

p n
Gn = Go(l n ﬁ)> .
Porast svote je eksponencijalan.
Radioaktivni raspad. Pri radioaktivnhom
raspadu koli¢ina tvari mijenja se u ovis-
nosti s vremenom po zakonu kojeg opi-

suje eksponencijalna funkcija oblika
M(t) = Mga™ ..

U ovoj formuli jeMg koliCina radioaktiv-
ne tvari u pocetnom trenutka,vrijeme
raspadak konstanta radioaktivhog ras-
pada, aM koli¢ina tvari nakon vremena
t.

101



e Slicni zakoni opisuju promjenu atmo-
sferskog tlaka s promjenom nadmors-
ke visine i razmnoZavanje nekih kultura
bakterija.

4)  Primjeri za obradwelipse

e Planeti se gibaju oko Sunca po elipsa-
ma, pri cemu se Sunce nalazi u jednom
Zaristu elipséprvi Keplerov zakoh

e Elektroni u atomu kruZe oko jezgre po
elipsama.

e Sateliti se gibaju oko Zemlje po putanja-
ma koje su pribliZzno elipse.

e Svojstva elipse koriste se u tehnici pri
izradi nekih alata, gdje postoje zupcasti
dijelovi koji imaju elipticki oblik.

C) Uvodni primjeri

Primjeri u udZbenicima nag&e su za-

Pravokutni trokut s katetama duljirzai
b moZe se dopuniti do pravokutnika ko-
jemu su stranice katete tog trokuta. Na
taj nac¢in dobivamo dva sukladna pravo-
kutna trokuta. PovrSina svakog od njih
jednaka je polovini povrSine pravokutni-
ka.

Prema tome, povrsinR pravokut-
nog trokuta s katetama duljirza b dana
je formulom

1
P= 5 & b.

Iduci korak je izvoenje slicne formule

za povrSinu bilo kojeg trokuta primje-

nom naene formule za povrsinu pravo-

kutnog trokuta. Uvodni primjer postigao

je svoj cil].
2) Metoda supstitucije. U nastavi matema-
tike u osnovnoj skoli u¢enici upoznaju dvije
metode rjeSavanja sustava dvije linearne jed-
nadZbe s dvije nepoznanicenetodu supsti-
tucijei metodu suprotnih koeficijenatdNeki

daci, posebno odabrani i s posebnom namje- udZbenici obradju i trecu metodumetodu

nom. Oni mogu biti standardni i nestandard-

ni, ali preteZno su ipak jednostavni, standard-

ni zadaci. Ovdje ¢emo razmotriti primjere

koji se u udZbenicima nalaze na pocetku od-

jeljaka. Takvi primjeri su tada posebne vrste
zadataka kojima se razjasnjava nacinajes
nja nekog teoretskog pitanja.

1) PovrSina trokuta. Za izvahje formu-

le za povrsinu bilo kojeg trokuta potrebno je

poznavanje formule za povrSinu pravokutnog

trokuta. Tu formulu otkrivamo u sljedem

uvodnom primjeru:

e Promatrajmo pravokutnik sa stranicama

duljinaai bi pravokutni trokut s kateta-
ma duljinaai b.

a a

Odranije znamo da je povrSiRapravo-
kutnika sa stranicama duljireai b dana
formulomP = a- b.
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komparacije Ono Sto se u njima moZe fiac
kao bitan metodicki nedostatak su dvije Cinje-
nice: uvodni primjeri nisu ponekad najbolje
odabrani i manjka usporedba metoda. Nije
uvijek svejedno koja se metoda primjenjuje.
Uvodni primjeri za metodu supstitucije:
¢ RijesSimo sustav
x=4 2x+5y=3.
Vrijednost prve nepoznanice vec je po-
znata. Treba naci drugu nepoznanicu.
Uvrstimo |i vrijednost 4 zax u drugu
jednadZbu, dobivamo 24 + 5y = 3.
Ovo je linearna jednada zay. Njezino
rieSenje jey = —1. RjeSenje sustava je
ureteni parx = 4,y = —1.
¢ Rijesimo sustav

Xx—10y = -5 4x+ 7y =34

Prvi primjer daje nam ideju rjeSavanja.
Iz prve jednadZbe izrazimo prvu nepo-
znanicux pomoc¢u drugey i dobivamo
X = 10y — 5. Uvrstimo 1§ — 5 um-
jestox u drugu jednadZbu. Za nepoz-
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nanicuy dobivamo linearnu jednata
4(10y — 5) + 7y = 34. Njezino rjeSenje
jey = 2. Uvrstimo 2 umjesty u jed-
naddbu x = 10y — 5i nalazimox = 5.
RjeSenje polaznog sustava je teacpar
x=5y=2

Sada se potpuni opis primjene metode
supstitucije metodicki razrah po koracima
moZe dati rjeSavanjem jednog sloZenijeg pri-
mjera.

¢ RijeSimo sustav
9

10
Metoda supstitucije primjenjiva je u svim
slucajevima, ali nije uvijek i najprikladnija
kao Sto pokazuje ovaj primjer:
¢ RijeSimo sustav

105« — 67y =9, 11X + 67y = 223

Metoda supstitucije svodi rjasanje ovog
sustava na linearnu jednadZbu u kojoj se po-
javljuje nesto sloZeniji racun s razlomcima.
Medutim, lako se uoCava da je ovdje mnogo
prikladnija i brza primjena metode suprotnih
koeficijenata.

3) Primjeri za uvo@nje pojmovakvadrat
broja, kvadriranje, drugi korijeni korjeno-
vanjepodrobno su opisani {2]. U tom ¢lan-

ku cCitatelj moZe naci neke metodicke razlike
obrade tih pojmova u odnosu na obrade u
udZbenicima.

4) RjeSavanje kvadratne jednadzbe. U ovoj
nastavnoj jedinici najprije se razmatraju po-
sebni slu¢ajevaX + bx = 0 i ax’ + ¢ = 0.
Za ove sluCajeve ne trebaju uvodni primjeri,
jer je nacin njihovog rieSavanja dosta uocljiv
i prirodan.
Nakon obrade posebnih slu¢ajeva prelazi
se na rjeSavanje opceg slu¢ajd+bx+c =
0. Pogledajmo uvodne primjere Cije Tiem-
nje sadrzZi ideju koja pomaZe da se taj cilj
ostvari.
e Rijesimo jednatiau 9 —24x+ 16 = 0.
Lako se uocava da je lijeva strana potpu-
ni kvadrat, pa se jednadZba moZe napi-
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8X+5=-7 3x-—4y=

sati u obliku(3x — 42 = 0. Ona ima

dvostruko riesSenjey = X = 3
RijeSimo jednatiau x* + 8x + 12 = 0.
Lijevu stranu jednadZbe nadopunit cemo
na potpuni kvadrat. Imamo redom

X%+ 8x + 12 =0,

(X* +8x+16) —4=0,

(X +4)? =4,

X+ 4 =42
Rjesenja jednadie sux;=—2, Xo,=—6.
Rijesimo jednatlau 2¢ 4 5x + 2 = 0.
Na lijevoj strani jednadZbe najprije iz pr-
va dva pribrojnika izlu¢imo 2, a onda na-

dopunjavamo na potpuni kvadrat kao u
prethodnom primjeru. Imamo redom

2<x2+ gx> +2=0,

2(x2+gx+i—2> —%5+2:o,
-3
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Nije teSko otkriti metodicke razloge i
svrhu rjeSavanja ovih primjera prije izved
nja formula za rjeSenja op¢e kvadratne jed-
nadzbe. Potpuni kvadrat u prvoj jedriadz
ukazuje na prvi korak u rjeSavanju druge jed-
nadZbe, nadopunjavanje na potpuni kvadrat.
Rjesavanje druge jednadZbe ukazuje na na-
¢in rjeSavanja tre¢e jednadzbe, gdje je prije
toga potrebno samo izluciti vodeéi koefici-
jent. Sada primjenoranalogijeucenici mo-
gu lakse i brZe shvatiti postupak nalaZenja
traZzenih formula za rjeSenja opcCe kvadratne
jednadZbe:

Xt — —b+ vb? — 4ac
2a '
Yo — —b — vb? — 4ac
2a ’
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D) Primjeri utvrd “ivanja

Razmotrimo i primjere koji se u udzbe-
nicima nalaze pri kraju odjeljaka. Takvi pri-
mjeri obi¢no su standardni zadaci kojima je
uloga neposredna primjena izvedenog pravi-
la, zakona, formule ili dokazanog poucka. |
u ovim primjerima jos ima mjesta za poneko
dodatno metodicko objasnjenje.

1) PovrSina pravokutnog trokuta. U tc
1) prethodnog odjeljka promatrali smo kao
uvodni primjer povrSinu pravokutnog troku-

o 1
ta. Utvrdvanje izvedene formulB = > -a-b

nastavnik treba zapoceti rieSavanjem dva pri-
mjera.
e Pravokutni trokut s katetama duljina
a = 8cmib = 5cm ima povrSinu

p:%.gcm.Scm:20crﬁ.

e PovrSina pravokutnog trokuta jB =
51cn?, a duljina jedne njegove kate-
tea = 17cm. lzraCunajmo duljindo
druge katete. Prema formuli za povr-
Sinu pravokutnog trokuta je 51 ém=

> -17 cmb. Odavde nalazimb = 6 cm.

2)  Zbroj unutarnjin kutova mnogokuta.
Ova nastavna jedinica ima za cilj otkriti pou-
Cak o zbrojuK, svih unutarnjih kutova mno-
gokuta san stranica, tjn-terokuta. Do njego-
ve izreke dolazi se razmatranjem uvodnih pri-
mjeraKs = 180" (predznanjg K4 = 360°
(predznanjg Ks = 540°, Kg = 720°. Pou-
cak:

Zbroj K, svih unutarnjih kutova n-tero-
kuta dan je formulom K= (n — 2) - 180°.

PoZeljno je da nastavnik objasni u€enici-
ma dvostruko znacenje ove formule. S jedne
strane, pomocu te formule za svaki prirodni
brojn > 2izraCunava se zbroj svih unutarnjih
kutovan-terokuta. S druge strane, formula
omogucuje da se za neki zadani kut ispita po-
stoji li mnogokut kojemu je taj kut zbroj svih
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unutarnjih kutova. Zadani kut mora biti"as
kratnik kuta od 180 To objasnjenje ilustrira
se sljede¢im primjerima:

Zbroj svih unutarnjih kutova sedmero-
kutajeK; = (7-2)-180 = 900, osme-
rokutaKg = (8 —2)-180° = 1080, de-
veterokuteKg = (9—2)-180° = 1260
itd.

Primjer se moZe prikazati i u obliku tab-
lice:

314|567 8| 9

180°1360°|540°|720°|900°|1080'|1260°

3)
hodnom odjeljku razmatrano je pitanje’iges
vanja kvadratne jednadZbe i opisani uvodni
primjeri. Pogledajmo sada primjere koji slu-
Ze za utvrilanje steCenog znanja.

Ispitajmo postoji i mnogokut kojemu je
zbroj svih unutarnjih kutova
a) 3060, b) 5160

a) 1z jednakosti 3060= (n — 2) -
180 treba odrediti prirodni brop. Bu-
duci da je broj 3060 djeljiv brojem 180 i
pripadni kvocijent je jednak 17, to vrije-
di 17-180 = (n—2) - 180 . Odavde
zakljuCujemo da je 1= n— 2, pa je
n = 19. Mnogokut kojemu je zbroj svih
unutarnjih kutova 3060je devetnaeste-
rokut.

b) 1z jednakosti 5160= (n — 2) -
180 treba odrediti prirodni brop. Me-
dutim, broj 5160 nije djeljiv brojem 180,
pa ne postoji prirodan broj koji zadovo-
ljava gornju jednakosti. Ne postoji mno-
gokut kojemu je zbroj svih unutarnjih
kutova 5160.

Sigurno je da nakon ovih primjera’ec

nici bolje razumiju izvedenu formulu. Tcec
uostalom pokazati zadaci za utivanje koji
iza primjera slijede.

U jednom udZbeniku opca formula za

zbroj Ky izvedena je kao primjer Sto svakako
nije u skladu s onim sto se metodicki podra-
zumijeva pod primjerom.

Rjesenja kvadratne jednadzbe. U pret-
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Postupak rjeSavanja kvadratne jedhadz
be oblikaax’ + bx = 0 razjasnjavamo ovim
primjerima:

¢ Rijesimo jednadau
6x% + 8x = 0.

Izlu€ivanjem zajedni¢kog faktorax2lo-
bivamo X(3x +4) = 0. Odavde nalazi-
. . 4
mo rjesenja = 0,X = ~3
¢ RijeSimo jednadau

(X=3)(x+2)+(x+1)(x+6)=0.

Nakon mnoZenja zagrada jedribdzse
svodi na oblikx?2 + 3x = 0. Dakle,
X1 = 0, X2 = -3.
G o 4x X—2
. R|12e3|mo jednadau - + X3

JednadZbu pomnoZimo sa zajednic
kim nazivnikom 3x — 2)(2x + 3) i do-
bivamo 1X(2x + 3) + 3(x — 2)? =
—2(x — 2)(2x + 3), a nakon pojedno-
stavnjenja 3% + 22x = 0. Rjesenja
ove jednadke sux; = 0,%xp = 3l

Postupak rjeSavanja kvadratne jedhadz
be oblikaax? + ¢ = 0 moZe se takuet raz-
jasniti prikladnim primjerima. Navodimo ih
samo kao moguci izbor.

¢ RijeSimo jednadZbe:

a)9x° — 4 =0,
b) (x —1)(x+4) —3x =0,
X+ 6 5x

O T x-12

Evo i izbora primjera za primjenu for-
mula za rjeSenja opce kvadratne jedHazeiz
ax? + bx+c = 0:

¢ RijeSimo jednadZbe:
a) 6x% + 11x — 10=0,
b) (4x — 5)(4x +3) + 16=0,
2x+3 6 7

X x+1 5

Nakon sto nastavnik obradi ovakve pri-
mjere, ucenici bi trebali biti spremni na rje-

c)

Savanje sloZenijih zadataka o kvadratnoj jed-

nadzbi.
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Zakljuc ak

1) Osnovni cilj ovog Clanka bio je ukazati
na obrazovnu ulogwrimjera u nastavhom
procesu. Nerijetko se uporaba primjera ne
koristi na najbolji na¢in. Posebno nastavni-
ci poCetnici imaju potésota s razlikovanjem
uloge primjera i zadataka u nastavnom proce-
su, $0 se'@sto vidi pri hospitiranju studenata

i strucnim ispitima. Time se smanjuje razina
razumijevanja novog gradiva.

2) Nerazumijevanje uloge primjera najbo-
lie se uoc¢ava u trenutku kada nastavnik pri-
mjer daje da rjeSavaju sami ucCenici. Zbog
njegove jasne i vazne namjene postizanja ja-
snoce i razumijevanja teoretskog pitanja od
stranesvih u€enika, primjer treba razrjaga-

ti i objasnjavati nastavnik. Naravno, poZelj-
na je i dobro dosla aktivna suradnja ucenika.
Tek nakon toga moZe se prije¢i na jednostav-
nije zadatke koje rjeSavaju ucenici i kojima
se utvrdije novosteCeno znanje.

3) Svaki puta kad izostane neki potreban
primjer, to moZe znaciti slabiju jasnoCu i ne-
razumijevanje novog gradiva. Izbor primjera
je vazno pitanje nastave matematike. U ne-
kim udZbenicima izbor nije ucinjen na naj-
bolji nac¢in. Buduci da nastava matematike
ne smije biti puko prepriCavanje udzZbenika,
to daje mogucnost nastavniku da prikladni-
jimizborom primjera i vrsnijom metodimm
obradom poveca uspjesnost nastave.

4)  Pravilan izbor primjera i zadataka za ut-
vrdivanje novog gradiva jedna je od osobina
kreativnog nastavnika matematike.
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