Najkraci put

Branimir Daki¢, Zagreb

Najkraca spojnica dviju toCaka u ravnini

je duZina. To je jednostavna ijasna ¢injenica.

A koja je najkrac¢a spojnica dviju toCaka na
kruZnici? Sad se prirodno upitati: A mora li
ta spojnica cijela pripadati kruznici? Ako ne,
i opet je to duZina. A ako da, onda je to krac
od dva kruZna luka koji su odredi s dvije
dane toge.

Kako ¢emo odrediti najkracu spojnicu
dviju toCaka u prostoru? | ta je spojnica du-
Zina. Ako pak te toCke pripadaju nekoj plohi,
primjerice sferi, koji je onda odgovor na isto
pitanje? Zahtijeva li se jos i da cijela spojni-
ca pripada sferi, onda odgovor i nije sasvim
jednostavan.

Eto, to su pitanja kojima ¢emo se baviti
u ovom danku.

Pauk i muha

Prostorna dijagonala kocke najkeage
spojnica izmed njezina dva dijagonalno su-
protna vrha, primjerice vrhovB i D; (slika
1.). Akoji je najkraci od putova koji vode iz
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B u D; po stranama kocke?

RijeC je o jednom poznatom problemu iz
popularne matematike:

Kako ¢e pauk do¢i do muhe ako je on
u jednom vrhu prostorije u obliku kvadra, a
muha u vrhu koji je ovome dijagonalno sup-
rotan, a da put pritom bude najkra¢i moguc¢?

Zadatak ¢emo rijesiti ako je prostorija
oblika kocke, tada je on nesto jednostavniji.
Uzmimo da je pauk u vrh8, a muha u vrhu
D;.

Promotrimo izdvojeno strandBCD i
ADD;A; kocke, kojima pripadaju vrhovB
i D;. PreloZzimo strantADD;A; oko brida
AD tako da padne u ravninABCD(slika 2,).
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Spojimo zatim toke B i D; duZinom.
Duzina BD; je najkrac¢a spojnica ovih dvi-
ju tocaka. Njezina je duljina/5. Vratimo
stranu u prethodni poleg (slika 3). Rje-

Senje zadatka je ocigledno. Valja joS samo

primijetiti kako postoji Sest takvih putova i

svi su oni jednake duljine. PokuSajte ih sve

prond.

Pokusajte rijesiti i zadatak o muhi i pau-

ku koiji je ipak malo drukciji.
k * k

Sliéno kao Sto smo odredili najkraci put
po kocki, odredit cemo i najkraci put izme-
du dviju toCaka na pobocju bilo koje prizme.
Na slici je prikazan najkraci put koji polazi
iz vrha A na donjoj osnovci, obilazi okoes
sterostrane prizme te se penje do vApaa
istom bridu na gornjoj osnovci.

A] Al

Sl. 4.
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Primjecujemo kako je uvaj uspon jedno-
lik, pod stalnim je nagibom prema osnovci
prizme.

Put po valjku

Problem najkraceg puta izmedviju to-
Caka zanimljiviji je ako je rijeC o nekoj zak-
rivljenoj plohi. On je jednostavniji ako tu
plohu moZemo razgrnuti u ravninu tako da se
pritoj deformaciji ne promijeni udaljenost to-
Caka. To moZemo uciniti primjerice s valjka-
stom(cilindricnom) i stoZaston{konusnom
plohom. RjeSavanje zadatka odirethja naj-
kra¢eg puta po ovim plohama vezat c¢emo uz
dva jednostavna geometrijska tijela, uspravni
valjak i uspravni stoZac.

Pri odretdvanju takvog puta po plastu us-
pravnog valjka imamo dva posebna i jednos-
tavna slucaja u kojima je lako uociti rjeSenja.
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Prvi je kad su toke A i B na istoj iz-
vodnici. Tada je najkrata spojnica tih to¢aka
duZina AB koja cijela pripada izvodnici na
kojoj su i te dvije toke.

* %

Drugi je pak poseban slucaj ako sukec
C i D jednako visoko iznad osnhovke valjka.
Tada je njihova najkra¢a spojnica manji od
dva luka kruznice koja je presjek plasta valj-
ka ravninom koja prolazi toCkamA i B i
okomita je na os valjka.

Odaberimo sada fke M i N na plasu
uspravnog valjka tako da ne pripadaju istoj
izvodnici ali i da ne budu jednako visoko iz-
nad osnovke valjka.

Mogli bismo pomisliti kako je najkrae
spojnica takvih dviju to¢aka manji luk neke
elipse koja je presjek plasta valjka ravninom
Sto prolazi toCkam# i N.

No lako ¢emo se uvjeriti da to nije istina
ako nacinimo sljedeci eksperiment:

Uzmemao obi¢nu svijeCuinamotamo oko
nje list papira. Zatim oznac¢imo na papiru dvi-
je totke M i N te ostrim noZem presjeCemo
svije¢u tom ravninom.

Zatim razgrnemo dijelove na koje smo
razrezali papir. Iznenadit ¢emo se kad vidi-
mo da je presjek krivulja na kojoj su i has
totke M i N. Ocito nismo odredili njihovu
najkracu spojnicu.

Dobivena je krivulja sinusoida. Ovaj je
eksperiment prikazan fotografijama u Panop-
tikumu.

* %

No sjetimo se kako smo rijeSili zadatak
odredvanja najkraceg puta na kocki. Jed-
nako moZemo postupiti i sada. Zamislimo
da je plast valjka od papira. Razrezat c¢emo
ga duZ jedne njegove izvodnice i razgrnuti u
ravninu. Sad ¢emo tocke povezati duzinom i
plast opet smotati u prvobitni poloZaj. Dobit
¢emo na plastu luk neke krivulje koja je naj-
kraca spojnica tocak® i N. Ta je krivulja
cilindricna spiralazavojnica ili helikoida.
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| ovdje moZemo izvesti jedan vrlo lijep
eksperiment.

Na pravokutnoj grafofoliji odaberimo
dvije totke te ih povéimo duZinom. Zatim
spojimo dvije suprotne stranice pravokutne
folije. Sto smo dobili vidimo u Panoptiku-
mu.

k * k

Sigurno ste vidjeli vjevericu kako se us-
pinje po deblu. Jeste li pomislili kako se ona
pritom kreCe po zavojnici, najkracim putem?
Da li ste kada promatrali bilike penjacice,
grah primjerice? | te biljke se motaju oko
pruta po zavojnici. Zavojite stube primjer su
zavojnice (vidimo fotografiju na naslovnici

MS-a). Kako se rade poZarne stube poput
ovih nafotografiji? Pogledajmoito na mode-
lu za koji nam je potrebna grafofolija, jedan
flomaster i ravnalo.

PoZarne stube imaju za cilj pruziti ljudi-
ma sigurno napustanje visih katova zgrade u
slu¢aju poZara ili neke druge nezgode. Stoga
suoneizdvojene, izvan su zgrade, Na svakom
katu valja omoguciti pristup tim stubama.

SI. 7.

Uzmimo da je zgrada peterokatnica.
Projekt pozZarnih stuba napravit cemo na slje-
deci nacin: Uzet cemo i opet grafofoliju, po-
dijelit ¢emo njezine rubove na jednake dije-
love i zatim nacrtati niz paralelnih duZina.
Zatim ¢emo spoijiti dvije suprotne stranice
pravokutnika tako da dobijemo plast valjka.
Na plasu e se jasno vidjeti “poZarne stube”.
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——————————— No to je jedan vrlo lijep zadatak, poznat

Muha i kap meda kao zadatak o beduinu i devi. Beduin putuje
na devi iz mjestd u mjestoN a na tom putu
on mora jednom svratiti do rijekedo nekog
mjestaP) kako bi napojio devu. Odredi na

Uz problem najkrateg puta po PIBS  jiaci miestoP tako da put izM do N preko
valjka vezan je i sljedeci vrlo lijep zadatak p\,qe najkrac

americkog matematiCara i popularizatorama- Zadatak u svojem geometrijskom tuma-

tematike Henryja Dudenyja: &enju glasi: Dane su dvije tee M i N s iste
S vanjske strane case nalazi se muha, as girane pravea. Odredi na pravew totku P

unutarnje kapljica meda. Ako je casa oblika tako da zbroj udaljenostMP| + |PN| bude

uspravnog valjka, koji je najkraci put kojim najmanii.

se mora kretati muha kako bi dospjela do kapi Evo rjegenja ovog zadatka:

meda? Zrcalimo toku N prema pravcup, dobit
Pomislit ¢emo, rjesenje je oCito. Muha  gemo toku N'. Sjeciste duzin®N i pravca

Ce se kretati po luku zavojnice. Da, ali ona ptrazena je tokaP.

se mora “prebaciti” u nekoj toCki rubzage

na njezinu unutarnju stranu. Koja je totoc o
ka? Kako je odrediti da opisani put butte s AN N
krad? N A
/_\ \\ /// ~ |
\ < I
~_ S |
Pl h \\P \\ } p
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N N/
m sl. 10.
TN Uistinu, za svaku drugu téa Py pravca
~_ philo bi: |[MPy|+|PiN| = [MPy|+|PiN'| >
sl. 8. IMN'| = [MP| + |PN| = [MP]| + |PN].
Zamislimo potpuno jednakUa&u ali od * %k
papira, pa je razrezimo duZ jedne izvodnice i Isto éemo napraviti i u nasem zadatku

razgrnimo u ravninu. Tada nas zadatak glasi: s muhom i kapi meda. | ovdje se moZemo
Odrediti todu P na stranicBB pravokutnika posluZiti prozirnom folijom. Primijetit ¢emo
tako da put odM do N prekoP bude najkraic kako se muha penje po “desnovitoj”, a Sfaus

moguc po “lijevovitoj” zavojnici (ili obrnuto).
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Najkraci put po plastu stos “ca

Ako bi mrav obilazio plast stoSca tako
da krene iz neke tocke na plastu i vrati se na
to isto mjesto ali tako da pri kretanju prije-
de preko svih izvodnica stoSca, kako bi takav
put izgledao?

| plast stoSca moZemo razviti u ravninu
bez narusavanja udaljenosti toCaka na njego-
vu plastu. Trasa puta kakvog traZimo je jedna
petlja s vchom u polaznoj te T.

Kad plast uspravnog stoSca razreZzemo
duZ jedne njegove izvodnice i razgrnemo ga
u ravninu, dobit ¢emo kruZni isjec¢ak. Ako je
kut pri vrhu tog isjeCka maniji od 180kako
¢emo odrediti najkraci put koji kre€e iz jedne
toCke na plastu i koji se nakon obilaska tako
da presijeCe sve izvodnice, vra¢a u polaznu
toCku?

Rez ¢emo izvesti duz izvodnice koja je
“suprotna” izvodniciVT.

Opisani put na tom isjéa Gine dvije su-
kladne duZind Py i T P, okomite na izvodni-
cu. Da je svaki drugi put dulji, o¢igledno je.
Kad spojimo isjeCak ponovno u plast stosca,
na tom ¢emo plastu vidjeti spomenutu petlju
(vidjeti sliku u Panoptikumu

Ako je pak kut pri vrhu kruznog isjec
ka u mreZi stosca jednak I8@lika 13), a
pogotovo ako je vadslika 14), onda ta kri-
vulja degenerira u dvije duZine, tj. najKiac
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put vodi iz dane to¢ke do vrha po izvodnici
te se po istoj izvodnici vra¢a natrag u tocku.

T

|

A T 14

Sl. 13.

a

Sl. 14.

Najkraci put po sferi

Pri odredvanju najkraceg puta izmed
dviju toCaka na valjkastoj ili na stoZastoj plo-
hi koristili smo se pogodn@s da te plohe
mozZemo razviti, razgrnuti u ravninu bez pro-
mjene duljine linija koje cijele na njima lez
No postoje dakako i plohe kod kojih to nije
mogu@ udniti. Jedna je takva, primjerice,
sfera.

Za svake dvije toCke na sferi, koje ni-
su dijametralno suprotne, postoji jedinstvena
kruZnica koja ih povezuje a Cije je srétlis
u srediStu sfere. Takva, “najveca”, kruzni-
ca na sferi zove sglavna kruznica sfereili
ortodroma. Svaki je meridijan ortodroma.
Ekvator je jedina paralela koja je ortodroma.
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Dvjema toCkama na sfefkoje nisu dija-
metralno suprotnejednoznacno je odretha
ortodroma koja ih povezuje. Te dvije e
dijele ortodromu na dva luka, a najkige
put izmea njih, manji od tih dvaju lukova.

Problem odreiyanja najkraeg puta na
sferi je vezan uz plovidbu po moru i Zi@c
promet. Krecu li se brodovi ili zrakoplovi na
svom putu izmed polazne tocCke i cilja po
ortodromi? Ne uvijek. Ili toCnije, uglavnom
ne. Onine slijede najkraci putizmedtih dvi-
ju toCaka. Naje<e se kréa poloksodromi,
krivulji stalnog “kursa”. Loksodroma presi-
jeca sve meridijane pod istim kutom. Putova-
nje po loksodromi pojednostavljuje plovidbu,
ali produljuje putovanije.

Ako projiciramo Zemljinu povrSinu iz
JuZnog pola na ravninu koja je dira u Sje-
vernom polu(stereografska projekcijatada
dobivamo kartuslika 15) koja kruZnice na
povrsini Zemlje preslikava u kruZnice uga
kutove. Na takvoj je karti slika ortodrome
kruZnica(veta od same ortodromea lokso-
droma logaritamska spirala. Ovo posljednje

B.C.PRETPOTOPNJACI

posljedica je Cinjenice da su meridijani na
karti pravci koji se sijeku u polu, a loksodro-
ma ih sijeCe pod jednakim kutovima.

loksodromska spirala (loksodroma)

paralela

meridijani

ekvator

SI. 15.
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DAKLE, 6OSPODO.. PLOVECT KONTINUIRANCY

Q‘E POLAZNE TOCKE. DA JE ZEMLTA

RAVNAI
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NA ZAPAD IZ TOCKE "A" STICT CU OPET DO | TAKO CU DOKAZATI

'..OVAJ, OKRUGLA,)
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