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Metoda uzastopnih
priblizavanja

Zdravko Kurnik, Zagreb

U svakom podruc¢ju matematike postoji
niz razra@nih i djelotvorninh metoda rjes
vanja raznovrsnih problema. To znaci da se
velike skupine srodnih problema mogu obu-
hvatiti preciznim i sistematickim planom rje-
Savanja. @sto se ve¢ iz same formulacije
problema moZe naslutiti koju metodu treba
odabrati. Ova ¢injenica, osim stru¢nog, ima
i vazno psiholosko znacenje: ako ucenik rje-
Sava neki problem i brzo uoci da se on mo-
Ze rijeSiti metodom koju on poznaje, onda

se smanjuje njegova pocetna psihicka nape-

tost, njegovo misljenje manje je optereceno i
moZe se odmah usmijeriti na postupak ajes
vanja. Time se dodatno Stedi i vrijeme. To
posebno dolazi do izraZaja na matematickim
natjecanjima. Naravno, nije moguce igea-

ti sve probleme odrezhim brojem poznatih
metoda, jer se neprestano pojavljuju novipro-
blemi koji zahtijevaju nove nacine rjaga-
nja. Metutim, poznavanje zadovoljavdjeg
broja djelotvornih metoda omogucuje laks
savladavanje novih problema i pozitivno ut-

poznaju, te ih postupno upoznavati s novim
metodama.

Na§ ucenici poc€inju se natjecati vea
IV. razredu osnovne Skole. To je najniZa ra-
zina natjecanja. Izbor zadataka za njih nije
jednostavan, jer njihovo predznanje nije veli-
ko, a treba paziti i na psiholoski faktor natje-
canja ucenika ove dobi. Dosadasnje iskustvo
u tom pogledu je pozitivno. évrtoskolci su
prihvatili natjecanja iz matematike kao es
vrlo vrijedno, uzbudljivo, poticajno i korisno.
Vesele se uspjesima, a Zale zbog neuspjeha na
isti nacin kao i stariji u¢enici. Slicno se Moz
reci i za petoskolce.

Postoje li metode rjeSavanja problema
primjerene ucenicima IV. i V. razreda? “Fes
ko je tu govoriti o problemima i metodama.
Ucenici ove dobi j0se ue jednadzbe,os-
novno i djelotvorno sredstvo rjeSavanja veli-
kog broja problema, pa se rjeSavanje nekog
problema mora osmisliti drugacije. Ipak, po-
stoji jedna metoda rjeSavanja problema prim-
jerena ucenicima ove dobi, koja uspjesno za-

jeCe na matematicke sposobnosti ucenika i mjenjuje potrebu postavijanja jednadzbi. To

trajnost njihovih znanja. Zato je vrlo Vvaz
no njegovati i razvijati metode koje ucenici
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je metoda uzastopnih pribliZavanja,a poz-
nata je i kaanetoda pokusaja i pogresaka.
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Metoda se sastoji u nizu pokusaja da sealdd rjeSenja postaviljenog problema.
U svakom od njih nastoji se ispraviti pogreska koja je nastala u prethodnom pokusaju.
Pritom se, opcenito, pogreSka smanjuje i u svakom narednom pokusaju dolazi se sve

bliZe i bliZe traZenom rezultatu. Metoda se Te&e zorno predocuje pomocu tablice
u koju se unose pokusaji.

Metoda je priprosta i obi¢no se zanemaruije ili izbjegava: Mied, ucitelj bi trebao upoznati
ucenike s ovom metodom, posebno ucitelj razredne nastave. Za stjecanje znanja o metodama
rieSavanja matematickih problema, ova metoda je sasvim dobar i prinfjetenak. Kasnije '®
ucitelj matematike postupno upoznavati ucenike s drugim i djelotvornijim metodama.

Opis metode uzastopnih priblizavanja®pbcemo jednim jednostavnim zadatkom s natje-
canja.

Primjer 1. Na uceni¢kom izletu 32 uc¢enika ¢etvrtog razreda bilo je smjesteno ovako, dje-
vojcice u dvokrevetne, a djeCaci u trokrevetne sobe. Za smjestaj djevojCica upotrijebliena je
jedna soba viSe nego za smjestaj djeCaka. Koliko je bilo djevojcica, a koliko djeCaka?

(Zupanijsko natjecanje, 1999. g., IV. razjed

RjesSenje.Prema uvjetima zadatka, broj soba djeCaka ne moZe biti veéi od 9. Taj broj ne
moZe biti ni neparan, jer bi tada i broj djeCaka i broj djevojcica bio neparan, a neparan broj
djevojCica ne bi se mogao potpuno smijestiti u dvokrevetne sobe. Prema tome, broj soba djeCaka
je 2,4,6 ili 8. Sada je lako naciniti tablicu. Za stupce u njoj treba odablatj soba djecaka,
broj soba djevojCica, broj djeCaka, broj djevojcica i ukupan broj u¢enikso te tablice:

broj soba broj soba broj _broj_ ukupno
djeCaka djevojcica djeCaka | djevojcica ucenika
2 3 6 6 12
4 5 12 10 22
6 7 18 14 32
8 9 24 18 42

Treci sluCaj je povoljan. Na izletu je bilo 18 djecaka i 14 djevojCica.

*k * *k

U prethodnom primjeru do rieSenja dosli smo nakon samo par pokusaja. To nije uvijek tako.
Bolje razumijevanje metode dat ¢e nam sljedeci, nesto sloZeniji zadatak.

Primjer 2. Na satu geometrije uCenici su od Stapica jednakih duljina slagali trokute i kva-
drate. Upotrijebili su 300 Stapica i sloZili 92 lika. Koliko je medjima bilo trokuta, a koliko

kvadrata?

Rjesenje.Rasudvanije provodimo ovako:
najveci moguci broj trokuta je 92, a tada nema kvadrata. NajveCi moguci broj kvadrata
je 92, a tada nema trokuta. To su krajnji sluCajevi. U prvom od njih broj stranica je 276, a u
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drugom 368. Kako je ukupan broj stranica likova u zadatku 300, ucenici su sloZilierdreidj
i trokuta i kvadrata.

Iduci korak je srednji slucaj u kojem uzimamo da je i trokuta i kvadrata bilo po 46. U tom
sluCaju ukupan broj stranica je 322. To je previSe. Buduci da kvadrati viSe doprinose broju
stranica, treba smanijivati broj kvadrata, a povecavati broj trokuta.

Sada pocinjemo priblizavanje rjeSenju povecavanjem broja trokuta, recimo, za po 5, tj. sa
46 na 50, 55, 60, 65, 70. Istovremeno se broj kvadrata smanjuje sa 46 na 42, 37, 32, 27, 22.
Ukupan broj stranica likova u tim slucajevima je 318, 313, 308, 303, 298.

Sto nam kaZu posljednja dva broja stranica? KaZu nam da je traZeni broj trokutalii®ed
i 70. Treba nastaviti pribliZavanje rjeSenju unazad i promatrati 69, 68, 67, odnosno 66 trokuta.
Odmah se vidi da sljede¢a dva pokuSaja vode do rieSenja. Tablica:

broj broj ukupan broj
trokuta kvadrata stranica

92 0 276

0 92 368
46 46 322
50 42 318
55 37 313
60 32 308
65 27 303
70 22 298
69 23 299
68 24 300

Od 300 Stapia utenici su sloZili 68 trokuta i 24 kvadrata.

Primjer 3. Za gradnju vodovodne mreZe duge 270 m upotrijebljene su 82 ravne cijevi.
Neke su cijevi duge 5 m, a ostale 3 m. Koliko je upotrijebljeno kracih, a koliko duZih digdw
nisu rezang?
(Regionalno natjecanje, 1993. g., IV. razred

Rjesenje.Ovaj se zadatak rjeSava na slican nacin kao zadatak u prethodnom primjeru. U
njemu ulogu trokuta igraju krace cijevi, a kvadrata duZe cijevi. Zato ¢emo rjeSavanje skratiti.
Postupak rjiesavanja i samo rjeSenje jasno se razaznaju iz ove tablice:

broj kradh broj duzh duljina vodovoda
cijevi cljevi u metrima
82 0 246
0 82 410
41 41 328
50 32 310
60 22 290
70 12 270
75 7 260

Za gradnju vodovodne mreZe upotrijebljeno je 70 cijevi duljine 3 mi 12 cijevi duljine 5 m.

1 50 m? 19, 2003



Primjer 4. UmnoZak tri broja je 270. Koji su to brojevi ako se zna da je umnoZak prvog i
tre¢eg broja 30, a umnoZak drugog i tre¢eg broja 135?
(Regionalno natjecanje, Zagreb, 1992. g., IV. razred

RjeSenje.Pokazalo se da zadatak za ovaj uzrast ucenika nije jednostavan. Na natjecanju
je sudjelovalo 50 ucenika. Od toga broja samo je 5 u¢enika tocno rijeSilo zadatak, 29 uCenika
rijesilo je zadatak djeloniito, a 16 denika nije osvojilo ni jedan bod.

Da su ucenici poznavali metodu uzastopnih priblizavanja, onda bi mozda bili pripremljeni
za ovakvo razmisljanje:

UmnoZak tri broja je270.

UmnoZzak prvog i treceg j80.

UmnoZak drugog i tre¢eg jE35.

Koliki moZe biti prvi broj?

Ako je umnoZak prvog i tre€eg broja 30, onda prvi broj moZe biti 30, 15, 10, 6, 5, 3, 2 ili
1. Sada se nacini tablica u kojoj su stuppivi broj, drugi broj, tre€i broji umnoZakunesu
moguce vrijednosti prvog broja u prvi stupac, iz uvjeta racunaju treci i drugi broj, te promatraju
umnosci svih triju brojeva. Evo te tablice:

| prvibroj | drugibroj | tre¢ibroj | umnozak |

30 135 1 4050
15 ? 2

10 45 3 1350

6 27 5 810

5 ? 6

3 ? 10

2 9 15 270

1 ? 30

TraZeni brojevi su 29 i 15.

Primijetimo da bi se mnogo brZe doslo do rieSenja da se u tablici poc¢inje s najmanjom vri-
jednogu za prvi broj, tj. da se u prvi stupac upiSu mogucénosti za prvi broj u obrnutom poretku:
1,2,3,5,6, 10, 15, 30.

Primjer 5. Na pocetku Skolske godine ucenici petih razreda seoske Skole poceli su sku-
pljati novac za putovanje na more. Tijekom godine skupili su 14 925 kuna u nov€anicama od
100 kuna i kovanicama od 25 kuna. Ukupan broj obje vrste novca je 216. Koliko je od toga
novcanica, a koliko kovanica?

Rjesenje.U tablicu ugradjemo pet stupacabroj nov€anica, broj kovanica, vrijednost
novcanica, vrijednost kovanica, zbroj.

Pocinje se krajnjim slu¢ajevima; 216 novcanica i 0 kovanica, odnosno 0 novCanica i 216
kovanica.

Slijedi sredniji slu¢aj; 108 novCanica i 108 kovanica.

h\74
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Sada se nastavlja povetavanjem jedne i smanjivanjem druge vrste novca i postepeno se
priblizava rjeSenju. U tablici e se pokazati da se traZeni broj nov€anica nalaziuzh2€di
130. Tablica:

broj broj vrijednost | vrijednost

novcéanica | kovanica novcanica kovanica zbroj
216 0 2160 0 21600

0 216 0 5400 5400
108 108 10800 2700 13500
110 106 11000 2550 13650
120 96 12000 2400 14 400
130 86 13000 2150 15150
125 91 12500 2275 14775
126 90 12600 2250 14 850
127 89 12700 2225 14925

Stednja uéenika sastoji se od 127 nové&anica od 100 kuna i 89 kovanica od 25 kuna.
sk * sk
Metoda omogucuje dosta brzo rjeSavanje jos sloZenijih problema. iZéerao jednim
takvim problemom.

Primjer 6. Velika tvornica motornih vozila “Kotac” proizvela je posljednje godine 589 747
automobila i motocikla. Koliko je komada svake pojedine vrste vozila tvornica proizvela ako je
ukupan broj kota¢a na svim vozilima 2 000 000?

Rjesenje.Postupak rieSavanja u kratkim crtama izgleda ovako: krajnji sluCajevi, sredniji ili
blizak slu¢aj, smanjivanje intervala u kojem se nalazi rjeSenje i postupno pribliZzavanje rjeSenju.
Na pocetku uzimamo povecanje broja automobila malo vece, recimo 25 000. Stupci tablice su:
broj automobila, broj motocikala, broj kota¢a automobila, broj kotaca motocikala, ukupan broj
kotaCa. Tablica:

broj broj broj kota@ broj kota@ ukupan broj
automobila motocikala automobila motocikala kotaa

589 747 0 2358988 0 2358988

0 589 747 0 1179494 1179494
294873 294 874 1179492 589 748 1769240
320000 269747 1280000 539494 1818494
345000 244747 1380000 489 494 1869494
370000 219747 1480000 439494 1919494
395000 194747 1580000 389494 1969494
420000 169747 1680000 339494 2019494

Iz tablice vidimo da se broj automobila nalazi iznoe895 000 i 420000. PribliZzavanje
rjeSenju moZzemo nastaviti tako da u ovom kracem intervalu broj automobila povecavamo za,
recimo, 5000. Tablica:
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400000 189747 1600000 | 379494 1979494
405000 184747 1620000 | 369474 1989474
410000 179747 1640000 | 359494 1999494
415000 174747 1660000 | 349494 2009494

Iz tablice vidimo da se broj automobila nalazi iznuetl0 000 i 415 000. Broju 2 000000
blizi je broj 1999 494. Razlika je samo 506 kotaca. Zato treba nastaviti s joS manjimgeavec
njem, recimo, 250. Tablica:

410250 179497 1641000 | 358994 1999994
410251 179496 1641004 | 358992 1999996
410252 179495 1641008 | 358990 1999998
410253 179494 1641012 | 358988 2000000

* * *

RijeSeni primjeri pokazuju da je metoda uzastopnih priblizavanja’pdligelotvorna. Po-
sebno ako se uzme u obzir da ucenici u trenutku njezine primjene joS ne znaju postavljati i
rjeSavati jednadzbe.

Vazno pitanje metode jeablica. UCenike treba nauciti da brzo uoce koje veli€ine odiad
stupce pri gradnji tablice.

Vazna znacajka metode jgocjena. UCenici u svakom pokuSaju promisljaju o granicama
u kojima se nalazi rjeSenje problema i dolaze mu sve blize. Njihovo misljenje je vrlo aktivno.
S vremenom € utenici steci iskustvo koje ¢e im omoguciti bolju procjenu, smanjivanje broja
pokusaja i brze rjeSavanje. Na ucitelju je da im u tome primjereno pomogne.

JoS malo zadataka s matematickih natjecanja

1. Ucenici niZih razreda jedne skole krenuli su na izlet u 11 autobusa od koji su neki imali
37, a drugi 29 sjedala. Koliko je bilo autobusa svake vrste ako je uCenika bilo 351 i svi su
autobusi bili popunjeni? 5
(Zupanijsko natjecanje, 1998. g., IV. razjed

2. 125 kg '®cera stavljeno je u 40 vrecCica od kojih neke sadrZe 2 kg, a neke 5 kg. Koliko
je bilo vrec€ica od 2 kg, a koliko od 5 kg?
(Regionalno natjecanje, Split, 1997. g., V. razred

3. Razgovaraju dvije domacice. Prva se hvali: “U svom dvoristu imam derzactinje s
ukupno 44 glave i 100 nogu.” Druga je upita: “Koliko imas dvonoZnih, a koliko ¢etveronoZnih
Zivotinja?” Na to prva odgovori: “lzracunaj sama!”

Pomozi drugoj domacici odrediti broj dvonoznih i CetveronoZnih Zivotinja u dvoristu.

(Zupanijsko natjecanje, 1996. g., IV. razjed
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4. Na Skolskom natjecanju iz matematike Ivica je dobio 10 zadataka. Za svaki toCrmmrijes
zadatak dobiva 5 bodova, a za netocno rijesen ili nerijeSen oduzimaju mu se 3 boda. Koliko je
zadataka lvica to¢no rijesio ako je na kraju imao 26 bodova?

(Regionalno natjecanje, Osijek, 1996. g., IV. razred

5. Skola je za odlazak svojih 708 ugenika na jednodnevni izlet osigurala 15 autobusa, od
kojih neki imaju 52 sjedala, a neki 43 sjedala. Koliko je bilo autobusa s 52 sjedala, a koliko s 43
sjedala, ako su sva mjesta bila popunjena?

(Regionalno natjecanje, Zagreb, 1996. g., IV. razred

6. U jednoj auto-radionici u jednom mjesecu popravljena su 44 vozila, i to motocikli i
automobili. Na svim tim vozilima bila su ukupno 144 kotaCa. Koliko je bilo motocikala, a
koliko automobila?

(Zupanijsko natjecanje, 1995. g., IV. razjed

7. Na ucenickom “maturalcu” 60 uCenika Cetvrtog razreda bilo je smjesteno na’sljedec
nacin: djevojCice u trokrevetne sobe, a djecaci u Cetverokrevetne sobe. Koliko je bilo djecaka, a
koliko djevojcica ako je za djeCake upotrijebliena jedna soba viSe nego za djevojCice?

(Regionalno natjecanje, Split, 1993. g., IV. razred

8. Duljina kraka jednakokracnog trokuta je za 3 cm veca od duljine osnovice. lzraCunajte
duljine stranica trokuta, ako opseg trokuta iznosi 24 cm. Nacrtajte trokut!
(Op¢insko natjecanje, 1993. g., IV. razjed
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