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e matematicke sposobnosti uCenika i trajnost
njihovih znanja. Zato je vrlo vaZzno njegovati
i razvijati metode koje ucenici poznaju, te ih
postupno upoznavati s novim metodama.
Jedna od vrlo djelotvornih posebnih me-
U svakom podrucju matematike postoji toda rjesavanja matematickih problema jest
niz razraenih i djelotvornin metoda rjes metoda supstitucije
vanja raznovrsnih problema. To znaci da se
velike skupine srodnih problema mogu obu-
hvatiti preciznim i sistematickim planom rje-
Savanja. @sto se ve¢ iz same formulacije
problema moZe naslutiti koju metodu treba
odabrati. Ova Cinjenica, osim stru¢nog, ima
i vazno psiholosko znacenje: ako ucenik rje-
Sava neki problem i brzo uoci da se on oz
rijesiti metodom koju on poznaje, onda se
smanjuje njegova pocetna psihicka napetost,
njegovo misljenje manje je optere¢eno i mo-
Ze se odmah usmijeriti na postupak rjieSavanja.
Time se dodatno Stedi i vrijeme. To posebno Vaznost ove metode proizlazi i iz Cinje-
dolazi do izraZaja na matemati¢kim natjeca- nice da ona nije usko vezana za jedno po-
njima. Naravno, nije moguce sve probleme drucje matematike, vecC je njezina primjena
rieSavati odrednim brojem poznatih meto- raznovrsna. Podrucja matematike u kojima
da, jer se neprestano pojavljuju novi prob- se metoda vrlo ¢esto primjenjuje su:
lemi koji zahtijevaju nove nacine rjeSavanja. funkcije, jednakosti, nejednakosti, jed-
Medutim, poznavanje zadovoljavaju¢eg bro- nadZbe, nejednadZbe, sustavi jednadzbi, al-
jadjelotvornih metoda omogucuje lakSe svla- gebarski izrazi, korijeni, potencije, integrali,
davanje novih problema i pozitivho ufjeca derivacijei dr.
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|. Problemi i metode

M etoda supstitucije sastoji se
u prijelazu s razmatranja jedne veli-
Cine na razmatranje druge velicine
koja o prvoj prirodno ovisi. Na taj
se nacin odreghi matematicki pro-
blem svodi ili na problem za kojega
postoje razraehi postupci rjéava-
nja ili na problem koji je jednostav-
niji od polaznog.




Pojednostavljenja koja se postiZu prim-
jenom te metode su:

eliminacija iracionalnosti, svoehje jed-
nadZbe s racionalnim rjeSenjem na jediadz
bu s cjelobrojnim rjeSenjem, svedje jed-
nadZbe viSeg stupnja na kvadratnu jedhadz
bu, svo@nje jednadZbe viSeg stupnja na kva-
dratnu i linearnu jednadZbu, svedije jed-
nadde Getvrtog stupnja na bikvadratnu jed-
nadZbu, simetriziranje jednadzbe, seagk
iracionalne jednadZbe na sustav jednadZzbi,
svotknje sustava jednadzbi na jednostavnije
idr.

Mnogi matematicki problemi uspjes
su rijesSeni zahvaljujuci primjeni metode sup-
stitucije. Evo samo nekih:

rieSavanje algebarskih jednadiztreteg
i Cetvrtog stupnja, rastavljanje simetricnih
polinoma na faktore, rjeSavanje simetric-
nih jednadzbi, rieSavanje diferencijalnih jed-
nadZbi, integriranje dr.

Supstitucija se ¢esto prirodno nameec
Medutim, ima mnogo problema koji se mo-
gu pojednostavniti i rijesiti primjenom meto-
de supstitucije, ali same supstitucije nije lako
pronaci. Zato uspjeh u izboru odgovaraguc
supstitucije bitno ovisi 0 osobinama Tams-

Ca kao sto su iskustvo, intuicija, snalaZljivost,
dosjetljivost, umijece pojednostavljenja pro-
blemaidr.

Il. Metoda supstitucije u redovnoj
nastavi

U nastavi matematike primjenjuje se niz
metoda kojima se nastoji olaksati rjieSavanje
matematickih problema. Jedna od tih metoda
je i metoda supstitucije. Pogledajmo nekoli-
ko njezinih primjena.

Primjer 1. Sustav dviju linearnih jed-
nadzbi s dvjema nepoznanicama.
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UcCenici se po prvi puta susre¢u s meto-
dom supstitucije pri rjeSavanju sustava

X+ by =1c;, aX+ by =cp.

Kao sto znamo, jedna se nepoznanica izrazi
pomocu druge iz jedne jednadZbe i dobiveni
izraz uvrsti,supstituira u drugu jednadau.
Dobiva se linearna jednadZba za drugu nepo-
Znanicu.

Pojednostavljenje problema: rjeSavanije
sustava dviju linearnih jednadZbi s dvjema
nepoznanicama svodi se na rjeSavanje linear-
ne jednadZbe s jednom nepoznanicom.

Primjer 2. Bikvadratna jednadzZba.

Bikvadratna jednadmax* +bx2+c = 0
supstitucijom x2 =y prevodi se u kvadratnu
jednadbu ay’ + by + ¢ = 0 pa se umjesto
jednadbe Getvrtog stupnja rjeSavaju tri kva-
dratne jednadzbay’ + by + ¢ = 0 (y1, y2),

X2 =y1, X2 =Y.

Primjer 3. SimetriCna jednadma tetvr-
tog stupnja.

To je jednadzba oblikaxt + bx3 4 cx2 +
bx+a = 0. Prvo se dijelienjemx ona svodi
na oblik

1 1
2 —_ —_ =
a(x + x2) +b(x+ x) +c=0,
a ondasupstitucijomy = X + ; dobivamo

kvadratnu jednadm
ay? + by + (c — 2a) = 0.

Prema tome, rjeSavanje simetriCne jed-
nadde Getvrtog stupnja svodi se na fp&a-
nje triju kvadratnih jednadzbi:

ay2+by+ (C_ Za) =0 (ylﬂ y2)7
X2 —yix+1=0,
X2 —yox+1=0.
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Primjer 4. Iracionalne jednadzbe.

Buducéi da se kod svake iracionalne jed-
nadzbe nepoznanica nalazi pod znakom ko-
rijena, prva pomisao rj@sa@ je eliminacija
iracionalnosti potenciranjem obiju strana jed-
nadZbe. No, u sluc¢aju dvaju ili viSe korijena
to nije uvijek izvedivo. Problem se Cesto
brZze i uspjesnije rjieSava primjenom metode
supstitucije. Primjeri:

1) X-4Vx2— IXx-15=0

Supstitucija x = u® iracionalnu jednadtau
svodi na kubnu jednathu

20 — 42 —u—15=0.

VX + 4+ VX2 +x+1
=V2x2 4+ 2x+9

Dva kvadriranja daju jednablm Getvrtog
stupnja

2)

x* + 2x3 + 6x° + 5x = 0.

Supstitucija X2 + x + 1 = 2, u > 0 daje
najprije jednostavniju iracionalnu jedndue
VU + 3+ u =22+ 7, aonda dva kvad-

riranja daju bikvadratnu jednada
w43k -4=0.

3) VX+ 77+ v20—x=5

Supstitucijax + 77 = u*, 20— x = v* svodi
iracionalnu jednadZbu na sustav algebarskih
jednadzbi za nove nepoznanige v:

u+v=5 uw+v=097

Sustav se dalje relativho lako rjeSava sved
njem na kvadratne jednadzZbe.

Primjer 5. Sustav linearne i kvadratne
jednadzbe s dvjema nepoznanicama.
Sustav jednadd

ax+by+c=0,
AX? + Bxy+ Cy?* + Dx+Ey+F =0

rieSava se sasvim analogno kao i sustav dvi-

ju linearnih jednadZbi s dvije nepoznanice.
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Pomocéu metode supstitucije problem se po-
jednostavljuje ovako: iz linearne jedndmz
izrazi se jedna nepoznanica pomocu druge i
dobiveni izraz uvrsti u kvadratnu jedndule

Na taj nacin dobiva se kvadratna jednbadz
za drugu nepoznanicu. Nastavak postupka je
jasan.

Primjer 6. Trigonometrijske jednadz
be i nejednadZbe.

U ovom podrucju primjenjuju se razne
supstitucije. Vrlo Cesto seupstitucijom
t = th i odgovarajucim izrazima six =
— —tz tgx = 2 i
1+41t2 1+ 9T 1
ctgx = trigonometrijske jednad®e
i nejednadZbe svode na jednostavnije, alge-
barske.

COSX =
2

Primjer 7. Metri¢ki odnosi u trokutu.

Svi metricki elementi trokuta mogu se
izraziti pomocu duljina, bi ¢ njegovih stra-
nica. Medutim, za te duljine vrijede izvjesne
relacije, sto ponekad oteZava analizu proble-
ma. Zato je za rjeSavanje metrickih odnosa
u trokutu vrlo pogodna jedna posebna sup-
stitucija. Relacije koje vrijede za duljing
bi c stranica trokuta su nejednakosti trokuta
b+c>aa+c>ba+b>c

Pojednostavljenja izraCunavanja i doka-
Zivanja omogucujeupstitucija

X=b+c—a
y=a+c—Dhb,
Z=a+b-c
odnosnasupstitucija
_y+z _X+zZ _X+y
a_—?ﬁ b_—?ﬁ >

Na taj nacin duljine s@, b i ¢ stranica tro-
kuta, koje su pozitivni realni brojevi i za koje
jos treba uzeti u obzir nejednakosti trokuta,
zamjenjuju veliCinam, y i z za koje treba
znati samo da su pozitivni realni brojevi.
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[1l. Zadaci s matematickih
natjecanja

U radu s naprednijim uc€enicima u do-
datnoj nastavi i u pripremi tih uCenika za na-
tjiecanja pruZaju se velike mogucénosti upoz-
navanja s ucinkovitosti metode supstitucije.
Naime, na natjecanjima se ¢esto zadaju za-
daci koji se najbrze rjeSavaju primjenom te
metode. Pogledajmo jedan mali izbor takvih
zadataka i pojednostavljenja koja se pastiz
tom primjenom.

1. Pojednostavljenje izraza

(Republicko takmicenje, BiH, 1988., 8. razjed

RjesSenje.Oba faktora na desnoj strani
imaju zajednicki dion? + 5m. Zato je pri-
rodno uvoenje supstitucije nf 4+ 5m = n.
Sada izraz poprima pogodniji oblik

M =n(n+ 10) + 24=r? 4 10n + 24
=(n+4)(n+6)
= (m? 4 5m+ 4)(n? + 5m+ 6).
Ako se dalje uo¢i da jer? + 5m+ 4 =
(M+-1)(m+-4), MP+5m+6 = (M+2)(m+3),
konacno se dobiva
M = (m+ 1)(m+ 2)(m+ 3)(m+ 4).

Zadatak 3. Ako sua, bi cduljine stra-
nica trokuta, dokaZite da @(b + ¢ — a) +
b?(a+c—b) + c?(a+b—c) < 3abc

(Medunarodna matematicka olimpijada, 1964.

Ako su izrazi koji se razmatraju slozZeni
i njihovo sretvanje zahtijeva malo viSe vre-
mena, onda odmah na pocCetku treba pomisli-
ti na primjenu metode supstitucije, pogotovo
ako se supstitucija prirodno nangec

Zadatak 1. DokaZite da je za sve real-
ne brojeven, b, c sljedeci izraz nenegativan:

(a® + b? + ¢ + bc+ ca+ ab)>—
(a+b+c)?(a® + b+ ).

RjeSenje.Dokaz se moZe provesti nepo-
sredno, kvadriranjem, mnoZenjem i Siked
njem. Meditim, za osnovnoskolce je kvad-
riranje i mnoZenje u zadatku dosta slozZzeno.
Dokaz se brZe provodiipstitucijom:

a+b*+c2=m bc+ca+tab=n.

Sada izraz poprima oblikm 4+ n? — (m+
2n)m = r? = (bc+ ca+ ab)?, pa je on Gito
nenegativan.

Zadatak 2. Dan je izrazM = (nm? +
5m)(n? + 5m + 10) + 24, gdje jem cijeli
broj. DokaZite da se dani izraz moZe preds-
taviti kao produkt Cetiriju uzastopnih cijelih
brojeva.
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RjeSenje.Ovdje se prirodno nameecup-
stitucijaiz primjera 7. Njezinom primjenom
nejednakost poprima oblik

y+2\2 X+2\2
()% () v+ (5
Y+2Z\ /X+2Z\/X+Yy

< .

<3(57) () (%)
Sredvanjem se dobiva ekvivalentna nejedna-
kost
XY? +XZ +yZ +yx2+2X + 2y —6xyz> 0.
Ovu nejednakost, a time i polaznu nejedna-
kost, sada nije tesko dokazati.

Njezina valjanost slijedi iz oCigledne ne-
jednakosti

X(y — 2> +y(z—x)?> +z(x — y)*> > 0.
Naravno, jednakost vrijedi ako i samo ako je
X =Yy =2z 0dnoshca=b=c.

x+y>2Z

2. Eliminacija iracionalnosti

Vet smo u primjeru 4 rekli da se iracio-
nalnost ponekad moZe eliminirati potencira-
njem, a@%e primjenom metode supstitucije.

Pogledajmo kako se ova druga moguc
nostvec pojavila u jednom zadatku na samom
pocetku mednarodnog natjecanja sredhjos
kolaca.
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Zadatak 4. Za koje realne brojeve su
istinite sljedece jednakosti:
) VX+ VX —1+VX—V2X—1=12,
b) VX +vV2X —14+Vx—vV2x—1=1,
O) VX+ VX —1+X—V2X—1=2?

(Medunarodna matematicka olimpijada, 1959.

Rjesenje.Najprije se lako vidi da su
zbog (x — 1)> > 0, tj. x2 > 2x — 1, svi

korijeni definirani zax > % Uvodimo sup-
stituciju
X+ V22X +1=Uwx—V2x—1=V.

Imamo redom

w V2 = 2x,
UV =x% —2x+ 1= (x— 1),
uv=|x—1,

(U+ V)% =2x+ 2)x — 1].

Sada nije tesko odgovoriti na postavlje-

no pitanje:
, 1

au+tv= \/Qjezaé <x<1,
b) u+ v = 1 nije ni za jedan realax,
cu+v=2jezax = g

Zadatak 5. DokaZite da za svaka dva
realna broja > 0ib > 0vrijedi nejednakost

a+ Ja2b+ Va2 + b _ a++vab+b
4 - 3 )
(DrZavno natjecanje, 1998., 2. razyed

Na natjecanju su samo 4 ucenika od njih
31 tocno rijeSila zadatak, &k 16 uenika
nije osvojilo ni bod. Medtim, da su ucenici
poznavali metodu supstitucije, njezinom pri-
mjenom mogli su zadatak najprije pojednos-
tavniti, Sto svakako nosi odrede bodove, a
onda moZda i u potpunosti rijesiti.

RjeSenje.Koja je supstitucija gore bila
povoljna? Veli¢ineai b treba zamijeniti dv-
jema novim veli€inama, recimoi v, tako da

nejednakostiai btrebaju biti trece potencije,
a s obzirom na desnu stranu, druge potencije
novih veliCina. To znaci da Seste potencije
omogucuju potrebnu eliminaciju.
Zaista,supstitucijom a = 8, b = V8,
u, v > 0 odstranjuju se korijeni i nejednakost
poprima oblik
W+ UV AV V8 U8 uBVe VO
4 - 3 )
Dakle, sada treba dokazati ovu jednos-
tavniju nejednakost. Ona se najprije @is
obliku

u + V8 + 4udv® — 3utV? — 3LAV* > 0.
No, nije bas jednostavno pokazati da se

daljim transformacijama gornja nejednakost
moZe svesti na ocitu nejednakost

(u—v)2(u* + 203 + 2uv® + V4 > 0.

Ova nejednakost je poCetni korak dokaza po-
lazne nejednakosti.

3. Svodenje jednadzbi viSeg stupnja
na jednostavnije jednadz “be i
jednadzbe nizeg stupnja

RjeSavanje jednadZbi ubraja se ute&jc
Ce postupke u nastavi matematike. Znamo da
rieSavanje algebarskih jednadZbi viseg stup-
nja od 2 izlazi iz okvira skolske matematike,
a posebno rjeSavanje opc¢ih jednadzbi égec
i etvrtog stupnja. No, neke posebne jed-
nadbe @tvrtog stupnja, kao na primjer bi-
kvadratna i simetriCna, daju se rijesiti Skols-
kim sredstvima. Zato je osnovni cilj mnogih
primjena metode supstitucije svegje alge-
barskih jednadZbi viSeg stupnja na linearne,
kvadratne i bikvadratne jednadzbe.

Zadatak 6. Rijesite jednadau
(6X +5)?(3x + 2)(x + 1) = 35.
(Republicko natjecanje, 1985., 3. razyed

RjeSenje.Ako se izvrSe sve operacije i
jednadZba sredi po potencijama nepoznanice

se u nejednakosti po moguénosti odmah ods- X dobiva se jednadia @tvrtog stupnja

trane svi korijeni. S obzirom na lijevu stranu
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108* + 3606 + 4472 + 245 + 15 = 0.
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lako postoje sredstva za rjeSavanje ove jed-

nadZbe, to nije lako uciniti. Treba potraZiti
jednostavniji nacin.

Promotrimo umnoZak drugog i treg
faktora u jednadzZbi. Imamo

(3x 4+ 2)(x + 1) = 3x? + 5x + 2
362+ 60x+24  (6x+52%-1
B 12 B 12

Ovo je vec bolje. Vidimo da se pomo®ve
jednakosti jednadZba moZe zapisati ovako:

(6x + 5)2[(6x + 5)2 — 1] — 420 = 0.

Prirodno se namecsupstitucija (6x +
5)2 =y, na temelju nje dobivamo kvadratnu
jednadbu y* — y — 420 = 0 za novu ve-
licinu y, s rieSenjimay; = —21,y, = 20,
a zatim slijede dvije kvadratne jedndmizza
polaznu nepoznanick: (6x + 57 = —21,
(6x + 5)% = 20. Postupak je jasan.

Zadatak 7. Rijesite jednadau
1 5 4

(2x+5)(3x—1) 4 x(6x+13)+10
(1991)

Rjesenje.Kod jednadZbi ovog oblika pr-
va ideja koja se javlja jest da se jedribdz
pomnoZi zajedni¢kim nazivnikom i sredi po
potencijama nepoznanice Ako to ucinimo,
nakon sretvanja dobivamo jednadm Getvr-
tog stupnja

36x* + 15663 + 1752 + 13X — 42 = 0.

Dalje bi trebalo analizirati ovu jednada. To
je teZi nacin.

PotraZimo drugu ideju. Nju nalazimo u
izvjesnoj slicnosti nazivnika. ZadrZimo po-
zornost na njima. UoCavamo da se oni mogu
pisati (2x + 5)(3x — 1) = 6x2 + 13x — 5,
X(6x +13) + 10 = 6x? + 13x + 10, i da ima-
ju zajednicki dio 62 + 13x. To pruZa dobru
priliku uspjesnog rjeSavanja. Prirodno se na-
me@supstitucija6x’+13x = u. Jednadka
poprima oblik

1 5 4
ut10

u—5 4
M-S 20, 2003

odakle nakon mnoZenja zajednickim naziv-
nikom 4(u— 5)(u+ 10 slijedi kvadratna jed-
nadba

W +u—42=0.

RjeSavanje polazne jednadZbe svodi se narje-
Savanije triju kvadratnih jednaliz

wW+u—42=0, (U, U),
6x% 4 13 = uy,
6x° + 13X = Up.

Zadatak 8. Rijesite jednadau

3 1 4 4 1 3
- + + + + =
X X—5

Xx—1 x—2 x—3 x—4 0.

Rjesenje.Vidjeti [1], [4].

Zadatak 9. Nadte realna rjeSenja jed-
nadbe

(2x — 1) + (2x 4 3)* = 1312

Rjesenje.PocCetak se Cini jasnim. Na
lijevoj strani treba izvrsiti potenciranje prib-
rojnika i zatim jednadZbu srediti po potenci-
jama nepoznanice. No, na taj nacin dobiva
se jednadaa tetvrtog stupnja s cjelobrojnim
koeficijentima

16x* + 323 + 120¢% + 104x — 615= 0.
| ona se moZe rijesiti, ali uspjeSnostigwa-
nja ovisi 0 predznanju ucenika i ima dosta
potekoca.

Postoji laksi nacin. Jedndba Getvrtog
stupnja zadana je u posebnom zapisu. Kad bi
taj zapis jos bio oblikéx+a)* +(x—a)* = b,
onda bi potenciranje odmah pomoglo. Poten-
ciranjem se dodusSe opet dobiva jediizalze-
tvrtog stupnja, ali posebna, bikvadratna. To
je znatno pojednostavljenje.

Kako u nasem slucaju postiCi gornigz
ljieni oblik jednadZbe? Odgovor nalazimo u
supstituciji

X—-1=y—a2x+3=y+a

Nova veli€ina jey, a brojatreba odrediti
tako da te jednakosti vrijede. Oduzimanjem
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prve jednakosti od druge slijedi dage= 2. nadZba se moZe napisati ovako:

Polazna jednadZba supstitucijom najprije po- Sinx - cosx 1 Sinx 4 cosx
prima oblik * T Sinxcosx T sinxcosx

(y— 2%+ (y + 2)* = 1312 _ _;,
odnosno odnosno

. 1
y* + 24y* — 640= 0. (sinx + cosx)(1+ ———)

. . y L SiNX COSX
Sada nije tesko nacCi realna rjesenja polaz- 7 1
ne jednadie (;, —;) a po potrebi i ostala ~ 2 sinxcosx’

Sada se uvodiupstitucija sinx cosx =
u(|ul < 1). Tadajesinx+cosx)? = 14-2u.
Kvadriranjem prethodne jednadzbe, uvrsta-
4. Svodenje trigonometrijske vanjem supstitucije i sréganjem dobiva se
jednadZbe na algebarsku za veliCinuu jednadzba tre€eg stupnja

8u® — 292 — 12u = 0.

U ocito mora biti razli¢it od 0, pa se nakon
1 7 krac¢enja dobiva kvadratna jedriddz

. 1
SINX+COSX+tgX+CtgX+——+—- = — .
SinX  CcOSX 2

(Op¢insko natjecanje, 1993., 3. razyed

dva, konjugirano kompleksna.

Zadatak 10. RijeSite jednadau:

8P —2u—-12=0 (=4 u= —g).

Prvo rjeSenje ne dolazi u obzir, a dru-

~ Rjesenje. PrvinacinTrigonometrijska o vodi na rjesavanje jednostavne jedfizeiz
jednadZba pogodna je za neposrednu primje-

nu supstitucije iz primjera 6. Nakon sied sinx cosx = 8’ odnosno sing = 4
vanja dobivamo algebarsku jednadZbu petog % * %
stupnja

5 4 5 Nadamo se da su se Citatelji na temelju
3+ 2" - 8" - 11t - 2=0. opisanih primjera i zadataka uvjerili u ucin-
Malo duZa analiza, primjena poucka o raci- Kovitost metode supstitucije. Za kraj joS sa-
onalnim rjesenjima algebarske jediindzs ~ MO jedna mala napomena. Pregled zadata-
cjelobrojnim koeficijentima i metode neod- ka s nasih matematickih natjecanja zadnjih 5
redenih koeficijenata vode na sljedeéi rastav 9odina pokazuje da se pri rjesavanju niza po-
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T+ DE+t1+2)(3° -4t -1) =0. jecanja ucCenike svakako trebalo podrobnije
Prvi faktor sigurno je razli¢it od 0, adru-  Upoznati i s ovom metodom.
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