|z rjieCnika metodike

Metoda razlikovanja
slucajeva

Zdravko Kurnik, Zagreb

U svakom podrucju matematike postoji
niz razraenih i djelotvornih metoda rjes
vanja raznovrsnih problema. To znaci da se
velike skupine srodnih problema mogu obu-
hvatiti preciznim i sistematiCnim planom rje-
Savanja. @sto se veé iz same formulacije
problema moZe naslutiti koju metodu treba
odabrati. Ova Cinjenica, osim stru¢nog, ima
i vazno psiholosko znacenje: ako ucenik rje-
Sava neki problem i brzo uoci da se on oz
rijesiti metodom koju poznaje, onda se sma-
njuje njegova pocetna psihicka napetost, nje
govo misljenje manje je optereceno i heoz
se odmah usmijeriti na postupak rjeSavanja.
Time se dodatno Stedi i vrijeme. To posebno
dolazi do izraZaja na matematiCkim natjeca-
njima. Naravno, nije moguce sve probleme
rieSavati odrednim brojem poznatih meto-
da, jer se neprestano pojavljuju novi pro-
blemi koji zahtijevaju nove nacine rjaga-
nja. Metutim, poznavanje zadovoljavdjeg
broja djelotvornih metoda omogucuje laks
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svladavanje novih problema i pozitivho ut-
jeCe na matematiCke sposobnosti ucenika i
trajnost njegovih znanja. Zato je vrlo vaz
no njegovati i razvijati metode koje ucenici
poznaju, te ih postupno upoznavati s novim
metodama.

* * *

Predmet razmatranja u ovom radu je je-
dna zaista djelotvorna posebna metodaarqes
vanja problema:metoda razlikovanja slu-
Cajeva. Ova metoda ima vaznu ulogu u ma-
tematici i nastavi matematike zbog svoje os-
novne znacajke da se njezinom primjenom
rieSavanje nekog teZeg problema svodi na
rieSavanje nekoliko jednostavnijih problema.
Cesto se primjenjuje pri dokazivanju tvrdnii
i pri rjeSavanju odredbenih zadataka u broj-
nim podrucjima matematike. Evo nekih od
njih: jednadzbe, sustavi jednadZzbi, funkcije,
teorija brojeva, analiticka geometrija, plani-
metrija.
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Bit metode pri dokazivanju tvrdniji sasto-
ji se u sljedecem:
1) TvrdnjaB treba se dokazati na temelju
CinjeniceA.
2) CinjenicaArazlaZe se na slageveA, A,
o A
3) TvrdnjaB dokazuje se u svakom od tih
sluGajeva.
4) Valjanost tvrdnjeB proizlazi na temelju
dokazanih slUajeva.
Bit metode pri rjieSavanju odredbenih za-
dataka sastoji se u sljedeéem:

1) ProblemP treba rijesiti u skups.

2) SkupSdijeli se na kona¢no mnogo dis-
junktnih podskupov&, S, . . ., S tako
dajeSUSU...U&K =S

3) ProblemP rje%ava se u svakom od tih
podskupova.

4) Skup rjesenja problenfau skupuSjed-
nak je uniji skupova rjeSenja problerRa
u podskupovim&g, S, .. ., S
U primjeni ove metode na@ge je naj-

teZi korak razlaganje Cinjenic& na slucaje-
ve Ay, Ay, ..., A, odnosno razlaganje skupa
S na podskupoves, S, ..., & Ne posto-

ji precizno razradn nacin razlaganja i zato
se uspjesnost u primjeni ove metode pastiz
rieSavanjem problema, stjecanjem iskustva i
postavljanjem odreshih iskustvenih kriteri-
ja. Pritom se uvijek moZe pokusati s nekim
poznatim i prirodnim razlaganjima. Tako na
primjer, ako se radi o skupu prirodnih broje-
vaN, jedno prirodno razlaganje toga skupa je

razlaganje na parne i neparne prirodne broje-

Metoda razlikovanja sluCajeva mezse
primjenjivati vrlo rano. Evo zadatka iz jedne
zbirke za naprednije uCenike petog razreda
oshovne Skole koji se rjesava tom metodom.

Primjer 1. Ako je p prost broj, je li

p — 1 prost ili sloZzen broj?
RjesSenje.Razlikujemo tri slu¢aja:p =

2,p=3,p>3.

1) p=2. Tadajep—1=2-1=1,ato
nije ni prost ni sloZzen broj.

2) p=3. Tadajep—1=3—-1=2,dakle
prost broj.

3) p > 3. Svaki prost broj vécod 3 je
neparan, pa j@ — 1 uvijek paran, dakle
sloZen broj.

Ovo je lijep primjer logickog rastidanja
za ovaj uzrast ucenika.

sk
b3 b3

Pogledajmo sada dva problema koje tre-
ba rijesiti u zadanom skupu, a skup se na
prirodan nacin razlaze na dijelove i problemi
se rjeSavaju u tim dijelovima.

Primjer 2. Ispitajmo ima li jednadza
x% 4+ y2 = 1998 rjeSenja u skupu cijelih bro-
jeva.

RjesSenjeLako se vidi da su brojew, y
iste parnosti. To nas odmah navodi da razli-
kujemo dva slu¢ajax, y parni brojevi;x, y
neparni brojevi. Skup cijelih brojeva raz-
laZzemo, dakle, na parne i neparne brojeve.
Prvi sluCaj rjeSavamo u skupu parnih broje-
va, a drugi u skupu neparnih brojeva. To je
Zznatno pojednostavljenje problema.

ve, a drugo na proste i sloZzene brojeve. Skup 1) X,y su parnibrojevi. Z&x = 2m,y = 2n

cijelih brojevaZ prirodno se razlaZze na ne-
gativne cijele brojeve, nulu i pozitivne cijele
brojeve. Drugi nacin je razlaganje na skup
parnih i skup neparnih cijelih brojeva. Skup
pozitivnih realnih brojeveR" najee¥e raz-
lazemo na interval&€0, 1) i [1, o), a skup
svih realnih brojeveR na skup racionalnih
brojevaQ i skup iracionalnih brojevé.

Najbolje je da na primjerima pokaZzemo
kako se to praktiCki radi.

h\74
@ 21, 2003

imamo(2m)? 4 (2n)? = 1998, odnosno
4P + 4 = 1998. Lijeva strana je dje-
liiva sa 4, a desna nije. U ovom slucaju
jednadzba nema rjesenja.

2) X,y su neparni brojevi. Za = 2m+ 1,
y=2n+1iz(2m+17?+ (2n+1)2 =
1998 dobivamon? + m + n? + n
499. Ova se jednakost moZe pisati
m(m+1)+n(n+1) = 499. Lijeva stra-
na je zbroj parnih brojeva, dakle paran
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broj, a desna je neparan broj. U ovom
sluCaju jednadzba nema rjesenja.

*k * *k

Primjer 3. Odredimo sve prirodne bro-
jeven za koje je broj 2+ 1 djeljiv s 3.

Rjesenje. Pojam djeljivosti ovdje nas
upucuje na podjelu skupa prirodnih brojeva

na parne i neparne brojeve. Razlikujemo dva

sluCaja:n je paran brojn je neparan broj.

1) n je paran broj. Zan = 2k imamo
2"+ 1=2%41=4+1. Broj&
pri dijeljenju s 3 daje ostatak 1, a broj
4K + 1 ostatak 2. U ovom slucaju prob-
lem nema rjeSenja.
nje neparan broj. Za = 2k — 1 imamo
2"+ 1 =2%141 Broj 2% 1pridie-
lienju s 3 daje ostatak 2, a braf2t + 1
ostatak 0. U ovom su sluc¢aju svi neparni
prirodni brojevi rjeSenja problema.

% ¥y
Slijede dva primjera iz planimetrije.

Primjer 4. PokaZimo da izmad svih

2) Ako jea = % tada je ib = % pa je
02
= E'

. 0O O N .
Ako je 2 <a< o postoji pozitivan

brojx takav da jea = o +X,b=——-x.
Tada je povrsind pravokutnika

poab— (24x)(9x) - L2

Vidimo da je najveca povrsina u slucaju
2). Zaista, pravokutnik zadanog opseQa
najvecom povrsinonP jest kvadrat duljine

P

3)

stranicea = —.
4

* * *

Primjer 5. Neka sua, b, ¢ duljine stra-
nica pravokutnog trokuta. Odredimo sve pri-
rodne brojeven za koje jed' + b" < ¢".

RjesenjeOvdje se ne maz uaniti nista
drugo nego poceti s ispitivanjem Shjeva.
Naravno, treba razmatrati pocetni dio skupa

pravokutnika zadanog opsega najvecu povr- prirodnih brojeva.

Sinu ima kvadrat.

Dokaz. U drugom razredu srednj&ka-
le ova se tvrdnja obi¢no dokazuje razmatra-
njem maksimuma kvadratne funkcije. Me-
dutim, primjenom metode razlikovanja slu-
Cajeva ovu tvrdnju mogu dokazati i ucenici
osmog razreda osnovne Skole.

Neka suai b duljine stranica, ® opseg
pravokutnika. Tada vrijedi2+ 2b = O, .

a+b= 5 Duljine stranica primaju vrijed-

. . O :
nosti iz otvorenog mtervaléo, E>. Kolika

moZe biti duljina stranica? Razlikujemo tri

sluéa'a'0<a<9 a—9 9<a<9
ja. 2%~ 17 2

1) AkojeO < a < % postoji pozitivan

brojx takav dajea = o —X, b= CZ)—{—X.
Tada je povrsin& pravokutnika

Pa=(35) (31 - ¢

1) n = 1. U ovom slu¢aju nejednakost
a" + b" < c" poprima oblika+ b < c.
S druge strane, za duljine strania, ¢
vrijedi nejednakost trokuta + b > c,
Sto zndcdan = 1 ne zadovoljava uvjet.

n = 2. U ovom slu¢aju nejednakost
a"+b" < ¢" poprima oblike? +b? < 2.

S druge strane, za duljine strania, ¢
vrijedi Pitagorin potiek & + b? = ¢,
Sto znaCi da nn = 2 ne zadovoljava
uvjet.

n = 3. Sada imamoa® + b® =
23222 + p3-2p2 « 3232 + 3212 —
c32(a? + b?) = ¢32c? = ¢ Dakle,

n = 3 zadovoljava uvjet.

Sasvim analogan izvod i zakljuCak ima-
mo i za prirodne brojeve.4,6,...,n,...,
pa je konacan zakljuCak da traZzeni uvjet za-
dovoljavaju svi prirodni brojevin > 3.

*k * *k
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Naprednije u¢enike svakako treba upo- jednadZbu u obliku

znati s metodom razlikovanja sluCajeva. Po-
Zznavanje te metode dalo bi daleko bolje re-
zultate pri rjeSavanju onih zadataka s mate-
matickih natjecanja koji su bili pogodni za
njezinu primjenu. llustrirat ¢emo to porhoc
nekoliko primjera.

Primjer 6. U skupu prirodnih brojeva
rijesite jednadbu

1 2

— + —

Xy

(DrZavno natjecanje, 2000. g., |. razjed

‘o1
z

Na natjecanju je samo jedan od 25 uceni-
ka potpuno rijeSio zadatak, ak 19 uenika
rijesilo je manje od polovice zadatka, od toga
13 ucenika mnogo manje.

RjesenjePrema rezultatima se Cini da je
zadatak malo teZi. Analizirajmo to podrob-
nije.

a) Povjerenstvo je zamislilo sljedeci po-
stupak rjeSavanja:

Ako je x > 3 iy > 3, onda je
1 2 3 1 2 3
-+ <-+-—--<1 Tozna-
X y z 3 3 z
¢i da mora vrijeditix < 2 ili y < 2. Na
taj nacin razlikujemo cCetiri slu¢ajax = 1,

x =2,y =1,y = 2. UvrStavanjem svake od
ovih vrijednosti u polaznu jednadZbu, svaki
put dobivamo jednostavniju jednadzZbu i tra-
Zena rjesenja se dosta brzo otkrivaju. Bitan
dio postupka je pocetni korak i odrigenje
slucajeva. Taj korak vecina ucenika nije uo-
cila.

b) Pogledajmo sada drugi nacin Tges
vanja, kojim svaki uc¢enik moZe sti¢i dosta
daleko. Ako se povoljni slu¢ajevi ne vide
odmah, onda treba krenuti od svih Shjeva.
Buduéi da se jednadzba rjeSava u skupu pri-
rodnih brojeva, sluCajevisu =123, ....
Naravno, nije moguce razmotriti sve te slu-
Cajeve pojedinacno, ali treba poceti na taj na-
¢in, a redukcija na povoljne slucajeve oCeku-
je se tijekom razmatranja. NapiSimo najprije
nakon mnoZenja sa zajednickim nazivnikom
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yzZ+ 2xz— 3xy = Xyz

Ovo je diofantska jednadzba treceg reda
s trima nepoznanicama. Prirodno je da se u
svakom sluc¢aju pomislja na dvije najjedno-
stavnije metode rjeSavanja takvih jednadZbi:
metodu produkta i metodu kvocijenta.

1) x = 1. JednadZba poprima oblikz +
2z — 3y = yz, odnosno § = 2z. Nje-
zina rjeSenja sy = 2k, z = 3k, k € N.

U ovom slucaju polazna jednadzba ima

beskona¢no mnogo rjesen(a, 2k, 3k)

ke N.

2) x = 2. JednadZba poprima oblikz +

4z — 6y = 2yz, 0odnosnoyz+ 6y — 4z =

0. Posljednja jednadZzba moZe se pisati

(y —4)(z+ 6) = —24. Ocito prvi fak-

tor na lijevoj strani mora biti negativan,

pajey = 1 2 3. Tada jez = 2 6, 18.

U ovom su slucCaju rjeSenja polazne jed-

nadde (2 1, 2), (2,2,6), (2 3, 18).

x = 3. JednadZba poprima oblikz +
6z—9y = 3yz odnosno 9z+9y — 6z =

0. Posljednja jednadZba moZe se pisati
(y — 3)(2z+9) = —27. Ocito prvi fak-
tor na lijevoj strani mora biti negativan.
Jedini par prirodnih brojeva koji zado-
voljava tu jednadau jey = 2,z = 9.

U ovom je slucaju rieSenje polazne jed-

nadde (3,2, 9).

4) X 4. JednadZba poprima oblik
yz+ 8z — 12y = 4yz, odnosno $z +
12y — 8z = 0. Posljednja jedndda
moZe se pisati3y — 8)(z + 4) = —32.
Ocito prvi faktor na lijevoj strani mora
biti negativan. Jedini par koji zadovo-
ljava tu jednadku jey = 2, z = 12.

U ovom je slucaju rieSenje polazne jed-

nadde (4, 2, 12).

Posljednja dva sluCaja ukazuju na Cinje-
nicu da je zax > 3 uvijeky = 2z = 3x.
Opravdajmo tu Cinjenicu.

5) x > 3. Polaznu jednadZbu sada piSemo
u obliku yz(x — 1) + 3xy — 2xz = 0,

odnosng(x — 1)y — 2x] (z+ %) =

3)

v
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” Prvi faktor i ovdje mora biti

negativan, dakléx — 1)y — 2x < 0, tj.
2X .. . .

y < 1 Najveci broj na desnoj stra-

ni je 3. To znaci da za swe > 3 vrijedi

y < 3, paimamo dva slucaja; = 1

y = 2. Nova rjeSenja daje samo dru-

gi sluCaj. Zay = 2 polazna jednadm;a

poprima oblikz = 3x, pa lako zakljua-

jemo da ona u ovom slu€aju ima besko-

nacno mnogo riesenj&, 2, 3k), k > 3.

b3 * b3

Primjer 7. Ako prirodni brojn nije dje-
ljiv sa 4, dokazite da je zbrof'% 2"+ 3"+ 4"
djeljiv s 5.
(Republicko natjecanje, 1991. g., |. razyed

Na natjecanju je samo 5 od 43 ucenika
uspjesno rijeSilo zadatak, @k 23 uenika
nisu osvojila ni bod. Medtim, primjenom
metode razlikovanja sluCajeva ovaj se zada-
tak dosta lako rjésva.

RjeSenjeKako su ucenici trebali rasud
vati? Najprije, tvrdnja se odnosi na prirodne
brojeve, aliizrazmatranjatreba odstraniti pri-
rodne brojeve djeljive sa 4. Oni su oblik&,4
a svi zajedno €ine skupdk | k € N}. Pre-
ma tome, tvrdnja se odnosi na sve prirodne
brojeve iz skupe& = N\ {4k | k € N}. Ti
brojevi pri dijeljenju sa 4 daju ostatke 1, 2 ili
3, pasuobliken =4k+1,n=4k+2i
n = 4k + 3. Oni tvore tri disjunktna podsku-
paS = {4k+1| ke No}, S ={4k+ 2|
ke No}iS = {4k+ 3| ke No} skupaSi
oCito da zajedno daju Citav sk Tvrdnju
trebamo dokazati u svakom od tih podskupo-
va. To ®mo postici ispitivanjem posljednje
znamenke svakog pribrojnika i samog zbroja.

Dakle, razlikujemo tri sluaja. Evo do-
kaza:

1) Zan = 4k + 1 imamo &+ 4 2+l 4
34k+1+44k+1 — 1+2.24k+3‘34k+
4.4% =142.16+3-81¢+ 4. 256
Prvi pribrojnik zavrSava znamenkom 1,

drugi s 2, trécs 3 i cetvrti sa 4. Zbroj
zavrsava s 0, tj. zbroj je djeljiv s 5.
Zan = 4k 4+ 2 imamo k2 4 24+2 4.
A2 L 442 =14 4. 16+ 981+
16- 256, Prvi pribrojnik zavrsava zna-
menkom 1, drugi sa 4, tfes 9 i Cetvrti
znamenkom 6. Zbroj zavasa s 0, tj.
zbroj je djeljiv s 5.
Zan = 4k 4+ 3 imamo k3 4 2%+3 |
3 gH43 = 14.8.16+27-81¢ +
64 - 256 . Prvi pribojnik zavrsava zna-
menkom 1, drugi s 8, tfésa 7 i Getvrti
znamenkom 4. Zbroj zavasa s 0, tj.
zbroj je djeljiv s 5.
Od naprednijih u€enika moglo bi s€éec
kivati da primijete da je posljednja znamenka
zbroja u svim trima sluc¢ajevima 0, Sto Ziac
da se tvrdnja zadatka moze ovako pojacati:

Ako prirodni broj n nije djeljiv sa 4, do-
kaZite da je zbrol" + 2" + 3" + 4" djeljiv s
10.

Ta je Cinjenica iskoriStena na jednom ka-
snijem natjecanju:

DokaZi da je zbroj 998 21998 31998
41998 djeljiv s 10.

3

~

(Zupanijsko natjecanje, 1998. g., VIII. razied

Jasno je da je ovaj zadatak nastao spe-
cijalizacijomn = 1998 prethodnog zadatka.
Nataj nacin dobiven je jednostavniji zadatak,
primjeren uzrastu ucenika.

*k * *k

Primjer 8. DokaZite da postoji jedin-
stveni trokut Cije su duljine stranica uzastop-
ni prirodni brojevi, a jedan od kutova dvaput
ved od jednog od preostala dva kuta.

(Medunarodna matemate
olimpijada, 1968. 9.

U ZesterocClanoj ekipi drZzave sudjelovala
su dva ucenika iz Hrvatske. Jedan je osvojio
treCu nagradu.

RjesSenje.Neka jeABCtrokut s duljina-
ma stranice =n,b=n+1,c=n+2i
kutovimac, 20, # — 3oz U odrettnom poret-
ku. S obzirom da nasuprot vecoj straniciilez
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ved kut, za kutove razlikujemo tri sluc¢aja:

o,fB=20,y=n-3ca;0, =n—3a,y =
20,00 =7 —3B, B,y =28.

Prije nego razmotrimo ta tri sluCaja, za
kutoveo, 2a, m — 3o potreban nam je jedan

identitet. Imamo redom
sin(zr — 3a) = sin 3o = sin(2a + o)
= sin 200 COSor + COS &x Sinc,
2sino sin(r — 3o)
= sir? 2o + 2(2cog o — 1) sirf a,

sino sin(z — 3a) = sirf 2o — sirf

(%)

1) o, B =20,y =n—3c0. Zamjenom Ku-
tova duljinama stranica, prema pdwioo
sinusima relacijd«) poprima oblik

n+ 2 n+4 1\2
n ( n ) -1

sin(zr — 3ct) (Sin 2a>2 1
sino sina ’

ili
n—1=0.

Za pozitivnu vrijednosin = 1 dobiva-
moa=1b = 2,¢c = 3, atoznac

da je trokut degeneriran. Problem nema 1

rieSenja.

2) a,pf =n—3a,y = 2a. Zamjenom Ku-
tova duljinama stranica, prema pdwioo
sinusima relacijd«) poprima oblik

n+1 n-+ 2\2
n ( n ) -5

ili

n’—3n—4=0.
Za pozitivnu vrijednost = 4 dobivamo
a=4,b=5c¢c= 6. To je rjeSenje
problema.

3) a=nrn—-3B, B,y =2B. Zamjenom ku-
tova duljinama stranica, prema pdwioo
sinusima relacijd«) poprima oblik

n n-+ 2\2
= -1
n+1 (n + 1)

ili
n-n-3=0.
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JednadZba nema cjelobrojnih rjesenja,

pa ni problem nema rjesenja.

Jedinstveno rjeSenje problema dobiveno
je u slucaju 2.

*k
sk sk

Primjer 9. Rijesimo u skupu prirodnih
brojeva jednadau

17(xyzt-xy+xt+zt41)—-54yzt+y+t) = 0.

RjeSenje. Na prvi pogled jednadm je
dosta sloZena. Medim, paZljivijim gleda-
njem otkriva se da zagrade imaju nesto zajed-
nicko. Naime, prva zagrada moZe se pisati u
obliku x(yzt+y+t) + (zt+ 1), a jednadba
u obliku

17x(yzt+y +1t) +17(zt + 1)
— 54(yzt+y+1) =0,
odnosno
(54— 17x)(yzt+y+1t) =17(zt + 1).

Desna strana jednadzbe uvijek je pozi-
tivna. Da bi i lijeva strana bila pozitivha,
nuzno mora vrijeditix < 3. Sada primje-
njujemo metodu razlikujuéi slucajeve= 1,
X=2,X=3.

) x = 1. U ovom slu¢aju imamo jednadz
bu37yzt+y+t) = 17(zt+1), odnosno
37t = (17— 37y)(zt+ 1). Buduci da je
lijeva strana uvijek pozitivna, a desna
uvijek negativna, jednadZba nema’ges
nja.

2) x = 2. U ovom slu€aju imamo jednadz
bu2qQyzt+y+t) = 17(zt+1), odnosno
20t = (17— 20y)(zt+ 1). Buducida je
ljeva strana uvijek pozitivha, a desna
uvijek negativna, jednadZzba nema’ges
nja.

3) x = 3. U ovom slu€aju imamo jednadz
bu 3yzt+y+t) = 17(zt+ 1), odnosno
3t = (17 — 3y)(zt + 1). Usporediju-
¢i faktore lako se vidi da mora vrijedi-
tiy < 6il1l7—3y < 3, t.y =5.
Iz posljednje jednakosti tada proizlazi
3t = 2(zt+ 1), odnosna (3 — 2z) = 2,
pajez=1,t =2.
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Rjesenje polazne jedndaz jex = 3,
y=5z=1t=2.

* 5 %

Vjerujemo da su Citatelji na temelju rije-
Senih primjera uocili znacajke metode raz-
likovanja sluCajeva i njezinu djelotvornost.
Poznavanje svake metode je korisno, pa i
metode razlikovanja sluCajeva. Ono [iros
ruje znanje i omogucuje bolje rezultate. Za
bolju pripremu ucCenika za natjecanja na kra-
ju dajemo jedan mali izbor zadataka koji se
rieSavaju ovom metodom.

Zadaci

Sljedeci zadaci i zadaci sli¢énog tipa mo-
gu pomoc ucenicima za bolje upoznavanje
metode razlikovanja slu¢ajeva i bolju pripre-
mu za natjecanja.

1. Nadte sve prirodne brojeveni nkoji
zadovoljavaju jednadm 1Qm+ n) = mn
(DrZavno natjecanje, 1998. g., |. razjed

2. Odredite sve proste brojeyeza koje
su i brojevia) p+ 11, p+ 17, b) p+ 2,
p + 4, p + 8 takoter prosti.

3. Rijesite u skupu prirodnih brojeva
1 1

—=1.
t

(Uputa. Sve nepoznanice poprimaju
vrijednosti ve€e od 1. MoZe se pretposta-
vitidajex <y < z <t. Tada je ntimo
x < 4. Razlikuju se tri sluCajax = 2, 3, 4.
U svakom od tih sluCajeva promatra se jed-
nostavnija jednadZba i moguci sluCajevi za
druge nepoznanice. Zadatak ima 14 ejes
nja.)

jednadbu} + 1 + -+
X y z

4. Odredite sve proste brojeyeza koje
jea) 2P+ p?, b) 3P+ p3 takotkr prost broj.

(Uputa. Za proste brojeve vece od 3 tre-
ba rabiti njihov oblik &—1ili 6k+1,k € N.)
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5. Rijesite u skupu cijelih brojeva jed-
nadbu 1+ x +x2 +x3 = 2.

(Uputa. JednadZba se moZe pisati u ob-
liku (1 + x)(1 + x?) = 2, zakljuéuje se da
su faktori na lijevoj strani potencije broja 2,
14+4x=21+x2 =2k ke z zak
se nalazi jednadm 2% 4 2k+1 — 2% — 2|
razlikuju slucajevik < 0,k =0,k > 0.)

6. Ispitajte koji je najmaniji prirodni broj
n ved od 1 za koji je suma kvadrata prvih
n prirodnih brojeva kvadrat nekog prirodnog
broja.

(Uputa. Polazi se od poznate formule
124224, 41n? = n(n+1)(2n + 1). Tre-

ba nac¢i najmaniji prirodni braj ved od 1 za
koji vrijedi n(n+1)(2n+1) = 6nf, m e N.
Treba razlikovati 6 sligjeva: n = 6k, 6k+ 1,
6k 4+ 2,6k + 3,6k + 4, 6k+ 5.)
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2

Znanje je mocC

Za znanje covjek moZe zahva-
liti ili sebi ili drugima, za svoje ne-
znanje uvijek je kriv sam.

Novac uloZen u obrazovanje
daje najvece kamate.

Dobar je onaj ucitelj koji tic
od svojih ucenika.

U raspravi s neznalicom naj-
ce¥e strada zdravi razum.

Zdravko Kurnik
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