Cevin pouc ak
| neke osobite
toCke trokuta

Branimir Daki¢, Zagreb

Cevin poucak.* Neka su DE i F totke
na stranicamaBC, AC i AB trokuta AABC.
Pravci AD BE i CF prolaze jednom tkom
ako i samo ako vrijedi

|AF| |BD| [CE| _
[FB| [DC| [EA

Dokaz.DokaZimo najprije:

C

5 __|AF| [BD] [CE|_,
X [FBJ [DC[ [EA

Nacrtajmo trokutAABCi odaberimo na
njegovim stranicama id&e D, E i F tako da
pravciAD, BEi CF prolaze tokom P. Totka-
maB i C povucimo paralele AD. Odredimo
totke M i N kao sjecista tih dviju paralela s
pravcimaCP, odnosnaBP.

Tada mozZemo zakljuciti:

AAFP~AFMB —- JAF] = 1AR| )
|FB|  |MB| (1)
ANEC~AAPE — ICE = @,
AT ARy
IBC|  |MB|
APDC~AMBC =
~|CD| _ |PD]
Posljednju jednakost moZemo zapisati u ob-
. IMB| - |CDJ
liku IBC| = ————.
iku |BC] PD|
Nadalje, APBD ~ ANBC Sto povlac
|BD| |DP] |BD| - |CN]
= _ =1 BC = —" =7
BC |CI\”,odnoan C| P
Izjednagimo 1iMBLICDl _ [BDI- [CN
‘ PD[  _ |pP|
dobit cemo
|IBD| |[MB|
— = . 3
IDC| |CN] 3)

| sada pomnoZimo jednakostl), (2) i
(3) te imamo

|AF| [BD| |CE| _ |AP| |[MB| |CN| _

- =1
IFB| [DC| [EA [MB| [CN| |AP|

Time je dokaz dovrsen.

* Giovanni Ceva(1647. — 1734, talijanski matematic¢aiDe lineis se invicem secantibus statica construdidano 1678.
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A sada dokaZimo obrnutu tvrdnju:

C

£

AF| |BD| |CE
AF] BDI |CE| | .

[FB| [DC| |[EA

Neka suD, E i F toCke na stranicama
BC, AC, odnosnoAB trokuta AABC, i neka
vrijedi:

|AF| |BD| |CE]

IFB| [DC| [EA
DokaZimo da pravcAD, BEi CF tada prola-
ze jednom toCkom u ravnini.

SaSoznacimo sjeciste pravaéd i BE.
Povucimo pravacCSi neka on u toki F
sijeCe straniclAB.

Kako pravciAD, BEi CF prolaze tde
kom S onda vrijedi

|/AF| |BD| |CE| _

: 1.
IF'B| |DC| [EA
C
E
S D
A F' B
Izjednacimo
|/AF| |BD| |CE| |AF| |BD| |CE|
[FB| |DC| [EAl |F'B| |DC| [EA’
te odatle dobijemo
IAF|  |AF|
IFB| |F'B|

ZakljuSujemo: tokeF i F dijele duZinuAB
u istom omjeru(od totke A), pa je zapravo
rijec o istoj tocki.

Time je dokazan i obrat poucka.

PokaZzimo na nekoliko primjera kako se
sadaCevin pouc¢akmoZe jednostavno primi-
jeniti u dokazu nekih pouCaka elementarne

geometrije.
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Poucak o teastu trokuta

Dokazimo da se teénice trokuta, du-
Zine koje spajaju vrhove trokuta i polovas
vrhovima suprotnih stranica, sijeku u jednoj
tocki. Ta se toka zovetezste trokuta.

C

Bl Al

A a B

Kako su toke A, B; i C; polovida
stranica trokuta, onda jeAG| = |CiBj,
|BA1| = |A1C|, |CB]_| = |B;|_A|, te je izrav-
no

|AGy| [BAl [CBy| _

|IC1B| |AIC| [BiA|

1

Prema obratu Cevina poucka zakKijuc
jemo da se té@gnice trokuta sijeku u jednoj
tocki.

Poucak o ortocentru trokuta

Pravci na kojima leZe visine trokuta si-
jeku se u jednoj tocki koja se zoweetocentar
trokuta.

DokaZimo primjenomCevina pouka i
ovu Gnjenicu.

Neka su toke P, Q i R nozsta visina
trokuta. ZakljuCujemo:

ICQ _ [CB
ABCQ~ AAPC = =<l 2
ICP|  [CA
AR _ |AC]
ACAR~ ABQA Tk P it §
IAQ  |AB’
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|BP| _ |AB|

AABP~ ABCR =

IBR  BC|
PomnoZimo li tri dobivene jednakosti, dobit
... |AR |BP |CQ o
cemo . . = 1. Dakle, visine
IRB [PC |QA

trokuta sijeku se u jednoj tocki.

Poucak o simetralama kuta u trokutu

Simetrale kutova trokuta sijeku se u jed-
noj tocki.

| ovu Cinjenicu jednostavno je dokazati
primjenom Cevina poucka. Pritom se ko-
ristimo poznatimPouckom o simetrali kuta
trokutakoji glasi:

Omjer dvaju dijelova na koje simetrala
kuta trokuta sijeCe stranicu trokuta jednak je
omjeru duljina odgovarajucih stranica troku-
ta nad tim segmentima.

C
T\y
212
b a
po
L~ Va/
\\ /
A by D a) B

Na slici je povuCena simetral@D ku-
ta y trokuta AABC te je prema iskazanom
poukua : by =a:b.

DokaZimo ovaj vazni poucak.

Postoji vise jednostavnih dokaza od ko-
jih je niZzem uzrastu moZda najbliZi ovaj koji
se koristi povrSinom trokuta. UoCimo:

1
= b]_V7

P(AADC) = %bvl =3

te imamo jednakogtvy = byv.

. 1
Analogno je P(ADBC) = Eavz =

1 L
5a1v, te vrijediaw = ayVv.
Pritom je sv oznacena visina na stranicu

AB trokuta.
Podijelimo li sada ove dvije jednakosti,

o av, a1V o
dobit éemo:—2 = —- No, primijetimo da

bV]_ b]_V

je vi = Vvo. Naime, to&a D je na simetrali
kuta, a svaka je toCka simetrale kuta jednako
udaljena od krakova kuta.

L. a
| tako smo dobili~ =

—, Sto smo |
N by b’
tvrdili.
Sada je sasvim jednostavno dokazati i

pocetnu tvrdnju.

Gergonneova to&a **

U svakom trokutu postoji jositav niz
osobitih toCaka. O jednoj takvoj govori i
sljedecCi poucak:

Pravci koji spajaju vrhove trokuta i dira-
liSta trokutu upisane kruZnice na suprotnim
stranicama, sijeku se u jednoj tocki.

Primijenit ¢emo jednostavno svojstvo
tangente povucene na kruznicu iz neké&c
izvan kruznice:

|ACy| = |ABy], |BCy| = |BA1], |CAL| = |CBy].
| sada izraCunamo
|AC1| [BAl| [CBy|
IC1B] |AIC| [BiA]
Time je pouCak dokazan.
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