|z rjeCnika metodiks

Metoda neodred enih
koeficijenata

Zdravko Kurnik, Zagreb

—————————————————— Descartes problem reducibilnosti jed-

nadzbe Cetvrtog stupnja svodi na reducibil-
nosti njezine kubne rezolvente. Evo kako.
Ako je dana jednadZba Cetvrtog stupnja

X'+ P+ gx+ 1 =0,
ona se moZze napisati u obliku
q )

1, 1
. 2 _ — 2 — _
(x +yx= 5y + 5P

Malo povijesti

Veliki francuski matematicar, fiziCar i fi-
lozof Rereé Descarte1596. — 1650. obja-
vio je 1637. godine svoje remek-djelo “Ras-
prava o metodi pravilnog upravljanja umom i
trazenje istine u znanostima. Dioptrika. Me-
teori. Geometrija”. Za povijest matemati-
ke “Geometrija” je posebno vazan dio. U

(xz—yx+}y2+}p+
20 TP Ty
q

2)

bl

tom je dijelu po prvi puta opisana gnalitic-
ka metoda Otkricem analiticke geometrije
Descartes je stekao besmrtnu slavu.
Medutim, “Geometrija” sadrZzi mnogo
viSe. Istaknut ¢emo joS jedan njezin vaZzan
sadrZaj. U dijelu o izgradniji opcCe teorije rje-
Savanja jednadZbi Descartes razmatra rjeSa-
vanje jednadZbe Cetvrtog stupnja i uvodi novi
postupak. Osnovno je pitanje n®k se i ka-

pri ¢emu se pomoc¢na nepoznanjoadredije
iz jednadzbe

Yo+ py + (PP —dn)y? —of = 0.
Gornja jednadzba je ocCito kubna jednadzba

za nepoznanicy’.

Descartes ne daje dokaz za svoju tvrd-
nju. Jasniju predodZbu o toj tvrdnji dobi-
vamo iz jednog drugog izvora. Nizozem-

ko polinom Cetvrtog stupnja napisati u obliku ski matematicaFrans van SchootefiL615. —
produkta polinoma manjeg stupnja. Jasno je 1660), profesor matematike u Leydenu, bio
da rjeSenje problema reducibilnost polinoma je gorljivi pristasa Descartesova ucenja. S
Cetvrtog stupnja rjeSava i problem reducibil- Descartesom se upoznao u Leydenu iste go-
nosti jednadzbe Cetvrtog stupnja. dine kada je tiskana “Geometrija”. Imao je
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velik krug uCenika. Tom krugu pripadao je
i velikan znanostiChristian Huygeng1629.
—1695). Sroj matematickoj javnosti postao
je poznat 1646. godine objavljivanjem kniji-
ge “Matematicki radovi Francoisa afea” i
prijevodom “Geometrije” na latinski jezik.
Iz njegovih komentara u tom prijevodu mo-
Ze seizvuéi zakljuCak da je u Descartesovom
izvodu primijenjena nova metodarretoda
neodretenih koeficijenata. Schooten je to
potkrijepio vlastitim razmatranjima proble-
ma. On promatra jednalé Getvrtog stupnja

X' —pé—gx+r=0
i zapisuje je u obliku
(X2 + yx+ 2)(x* — yx+Vv) = 0.
Ovdje suy, zi v neodreeéni koeficijen-
ti. Usporedijuci koeficijente uz istu poten-
ciju nepoznanice u oba oblika jednadZbe,

za neodredne koeficijente dobiva se sustav
jednadzbi

~y2+z+v=—p,
—yz+yv=—q,

ZV=r,

y® — 2py* + (p* — 4r)y? — ¢* = 0.

Pretpostavlja se da je slicno promisljao i Des-
cartes.

O metodama

Iz razmatranja u prethodnom odjeljku vi-
dljivo je da je Descartes otkrio i primjenjivao
dvije vaZne metode: analiticku metodu i me-
todu neodrednih koeficijenata. Na taj nacin
on je prosirio krug problema koji se mogu rje-
Savati poznatim metodama. Vaznost takvog
proSirivanja ne bi trebalo posebno pojasnja-
vati. Ipak, evo kratkog objasnjenja.

U svakom podrucju matematike postoji
niz razraenih i djelotvornih metoda rjesa-
vanja raznovrsnih problema. To znaa se
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velike skupine srodnih problema mogu obu-
hvatiti preciznim i sistematic¢kim planom rje-
Savanja. @sto se veé iz same formulacije
problema moZe naslutiti koju metodu treba
odabrati. Ova c¢injenica, osim stru¢nog, ima
i vazno psiholosko znacenje: ako ucenik rje-
Sava neki problem i brzo uoda se on moe
rijesiti metodom koju on poznaje, onda se
smanjuje njegova pocetna psihicka napetost,
njegovo misljenje manje je optere¢eno i mo-
Ze se odmah usmijeriti na postupak rieSavanja.
Time se dodatno Stedi i vrijeme. To posebno
dolazi do izrazaja na matematiCkim natjeca-
njima. Naravno, nije moguce sve probleme
rjeSavati odreenim brojem poznatih meto-
da, jer se neprestano pojavljuju novi prob-
lemi koji zahtijevaju nove nacine rjeSavanja.
Medutim, poznavanje zadovoljavajuceg bro-
jadjelotvornih metoda omogucuje lakse svla-
davanje novih problema i pozitivho utie@a
matematicke sposobnosti uCenika i trajnost
njihovih znanja. Zato je vrlo vazno njegovati

i razvijati metode koje ucenici poznaju, te ih
postupno upoznavati s novim metodama.

x %

OpiSimo ukratko metodu neodrexih
koeficijenata. Metoda je vrlo raSirena. Pri-
mjenjuje se za otkrivanje koeficijenata nekog
izraza u sluc¢aju kada je oblik tog izraza una-
prijed poznat ili se naslu¢uje njegov odesd
ni oblik. Tada se u nasluCivani oblik izraza
uvode neodreghi koeficijenti i iz dvaju obli-
ka izraza usporadanjem dobiva sustav jed-
nadzbi za neodreshe koeficijente. U vecini
slu¢ajeva takav sustav relativno se lako rjeSa-
va. No, postoje i sluCajevi kada je rjeSavanje
takvih sustava vrlo sloZeno i metoda zakazu-
je. Odavde zaklju¢ujemo da je oblikovanije
odretenog izraza s neodredim koeficijen-
tima i otkrivanje tih koeficijenata samo prvi
korak rjeSavanja zadanog problema, ali bez
sumnje vaZan jer ima dvije bitne znacajke:
olakSavanije i pojednostavljivanje rjesavanja.

Podrucja primjene: algebarski izrazi,
funkcije, integrali, jednadZbe, jednakosti, ni-
zovi, polinomi, racionalne funkcije i dr.
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Primjena

Djelotvornost metode neodredih koe-
ficijenata najbolje ¢emo spoznati opisom rje-
Savanja raznovrsnih problema. Na pocetku
¢emo ukratko navesti nekoliko standardnih
primjena metode u podrucju polinoma.

Primjer 1.

1) Odredimo nepotpuni kvocijent i osta-
tak pri dijeljenju polinomaf (x) = X 4+x+1
polinomomg(x) = % + x + 1.

Umjesto neposrednog dijeljenja zaklju-
cujemo ovako: kvocijent] i ostatakr ocito
su polinomi prvog stupnja. Zapisujemo ih s
neodregnim koeficijentimaA i B, odnosno
CiD: qx) =Ax+B,r(x) = Cx+D. Iz
jednakosti
X3+ x+1= (Xx*+x+1)(Ax+B)+Cx+D
usporetd/anjem lako nalazimo prikaz
A x+1=+x+D(xX-1)+x+2

2) Odredimo koeficijentea i b tako da
polinom f(x) = x* 4+ x3 — x2 4+ ax+ b bude
potpuni kvadrat.

Polinomg za kojega j& = ¢f je drugog
stupnja s vodecim koeficijentom 1. Zapisu-
jemo ga pomocu neodredih koeficijenatad
i B: g(X) = x? + Ax+ B. Iz jednakosti

X+ 3 —x% + ax+ b = (x2 + Ax+ B)?
uspored/anjem i rjeSavanjem dobivenog su-
stava jednadZbi za nepoznaniagb, Ai B
nalazimo prikaz

4,3 2 O 2, 1 5\

X"+ X7 =X 8X+64 (x +2x 8) .
3) RazloZimo polinom tre€eg stupnja
f(x) = x3— 2x + 5 po potencijama od + 3.
TraZi se zapravo zapis oblikd — 2x +
5= A(x+3)3+B(x+3)2+C(x+3)+D, gdje
SuA, B, Ci D neodreegni koeficijenti. Uspo-

redvanjem i rjieSavanjem dobivenog sustava
jednadZbi za koeficijente nalazimo prikaz

xX3—2x+5 = (x+3)3—9(x+3)%+25(x+3)—16.
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Prelazimo na sloZenije probleme i prob-
leme natjecateljskog karaktera.

Primjer 2. PokaZimo da se izraz®y?—
X2y + 3Xy? — X° + By? — Xy — X — 2y — 2 moZe
prikazati u obliku produkta dvaju izraza, od
kojih prvi ovisi samo o, a drugi samo g.

Rjesenje Ako je navedeni prikaz mo-
guc, onda prema izgledu zadanog izraza oci-
to treba pretpostaviti da su faktori trazenog
produkta polinomi drugog stupnja od od-
nosnoy, tj. da je traZeni produkt oblika
(3x2+Ax+B)(y?+Cy+D). Nakon mnoZe-
nja faktora dobivamoxy?+3Cx2y+Axy?+
3Dx? + By? + ACxy-+ ADx + BCy+ BD.

Neodregne koeficijenteéd, B, Ci D na-
lazimo usporetanjem polaznogizrazaipro-
dukta. Imamo redom

3C=-1 A=3 3D=-1
B=6 AC=-1 AD= -1,
BC=-2 BD= -2

Iz prvih ¢etiriju jednakosti nalazimo

1 1
A=3 B=6C=—-> D=-=.
pl 7 37 3

Lako se vidi da ove vrijednosti zadovo-

ljavaju i druge cetiri jednakosti. Prematome,

traZeni produkt glagid3x’ +3x-+6)(y? — %y—
1
3

lako polazni izraz izgleda dosta sloZen,
sve je ispalo vrlo jednostavno. Primijeti-
mo da se postupak izracunavanja neodred
nih koeficijenata mogao jos malo pojedno-
staviti. Naime, sve je moglo proéi bez ra-
zlomaka da smo traZeni produkt zamislili u
obliku (x2 +Ax-+B)(3y?+Cy+ D). Tada bi
svi neodredni koeficijenti bili cjelobrojni i
opisani postupak kao rezultat dao bi produkt
(X +x+2)(3y* -y —1).

* ¥ x
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Primjer 3. Rastavimo izrazx —y)° +
(y — 2)° + (z — x)° na faktore.

Rjesenje lIzraz izgleda prilicno nepri-
kladan za rastav na faktore. Kad bismo od-
mah izvrsili potenciranje i primijenili meto-
du neodrednih koeficijenata, bio bi to dosta
sloZen postupak. Naime, buduéi da je ekspo-
nent najvise potencije u izrazu 5, taj postupak
morao bi predvidjeti da je traZzeni rastav sa-
stavljen ili od pet linearnih faktora, ili od tri
linearna i jednog kvadratnog, ili od jednog
linearnog i dva kvadratna faktora.

Izabrat ¢emo srednji put. U gradniji iz-
raza ima izvjesne pravilnosti. Najprije tre-
ba to iskoristiti. Nije teSko uociti da se za
X =Y,y =2ziz= Xizraz ponigava. To
znaG da sux —vy,y — zi z— x faktori ra-
stava. Preostali faktor je drugog stupnja u
varijablamax, y, z i homogen je. Na njega
¢emo primijeniti metodu neodredih koefi-
cijenata. Zbog simetrije taj faktor ima oblik
AX? 4+ y? + Z2) + B(xy + yz+ zx). Prema
tome, moZemo pisati

(x=y)°+(y-2°+(z-x)°
= (x=Y)(y -2z - X)[AX +y* +2)
+ B(Xy +yz+ zx)|.

Neodregne koeficijenteA i B necemo,
zbog sloZenosti, odrédti usporeizanjem
koeficijenata lijeve i desne strane, ve¢ brZzim
nacinom.

Zadnjajednakostvrijedizasweyiz, pa
i za posebne trojke. 2a=1,y=0,z= -1
jednakost daje & — B = 15, a zax = 0,

y =1,z = 2 slijedi 5A 4+ 2B = 15. RjeSenje
dobivenog sustava za neodese@ koeficijen-
teAiBjeA=5,B= —5. Konacno imamo

X=y°+(y-2°+(z-x)°
=5(x—y)(y - 2)(z—x):
(4 y?+ 22— xy—yz— 7X).

¥ x

Primjer 4. RazloZimo racionalnu funk-
3x2

ciju —~-——~_ na sumu prostih razlomaka.
) X(x2 — 1) P
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Rjesenje Nazivnici razlomaka u rastavu
ocito sux, x — 1,x+ 1. Pomoc¢u neodreshih
koeficijenataA, Bi C moZemo pisati

-1 A B C
X(x2-1) x x—-1 x+1
Nakon svoénja pribrojnika na desnoj strani
na zajedniCki nazivnik, grupiranja ¢lanova i
izjednacavanja brojnika dobivamo

(A+B+C)x*+(B-C)x—A=3x*-1.
Buduci da ova jednakost mora vrijediti

za svex, za neodreene koeficijente odmah
proizlazi sustav

A+B+C=3 B-C=0 A=1

Rjesenje sustava jd = 1, B = 1,
C = 1. Dakle,
;-1 1. 1 1
Xx(x2-1) x x—-1 x+1

x %

Slijedi jedan natjecateljski problem iz
1993. godine u kojem se proZimaju dvije
jake metode: metoda supstitucije i metoda
neodre@nih koeficijenata. Primjena tih dvi-
ju metoda trebala bi u¢enicima tre¢eg razreda
biti dosta uodiva.

Primjer 5. RijeSimo jednadZbu six+
1 7

COSX + tgX + ctgx + =
COSX

sinx

o 2
Rjesenje
1) Na pocetku se prirodno namece pri-
mjena standardne supstituctje= tgg i od-

govarajucih izraza sin =
1-t2

12 T T g _
Nakon sretvanja dobivamo algebarsku jed-

nadZbu petog stupnja
3t°+ 2t —8t2 - 11t —2=0.
Time je metodom supstitucije uspjesSno pro-

veden prvi korak: trigopnometrijska jednadz-
ba svedena je na algebarsku.

1+41t2

4
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Prijedmo na rjeSavanje dobivene jed-
nadZzbe. Visok stupanj jednadZzbe moZe obe-
shrabriti uCenike, ali natjecatelji ipak trebaju
imati neke ideje.

2) Jedna od ideja je da se odmah pokusa
provjeriti ima li jednadZba racionalnih rjese-
nja. Treba se podsjetiti na poucak koji kaZe:
ako algebarska jednadzba s cjelobrojnim ko-
eficijentima ima racionalno rjeSenje onda

p dijeli slobodni ¢lan, aq dijeli vodead ko-
eficijent jednadzbe. U nasem slucCaju treba
bitipe {-2,-1,1,2},g€ {-3 -1 1, 3}.
Zadovoljava sam@ = —1,q = 1, tj. cijeli
broj —1 je rjeSenje jednadZbe. Ta Cinjenica
vodi na rastav jednadZbe

t+1)3t* -t +t2 -9t —2)

Na taj nacin i drugi korak uspjesno je
proveden:

=0.

tog stupnja.

3) Treci korak je provodnje ideje da se
jednadzba Cetvrtog stupnja reducira na kva-
dratne jednadzbe. To se postiZe primjenom
metode neodreghih koeficijenata. PiSemo

-t +tP-9t-2

= (3t + At + B)(t? + Ct + D)

=3t* + (A4 3C)t* + (AC+ B+ 3D)t?
+ (AD+ BC)t + BD.

Usporetdvanjem, za heodrashe koefici-
jenteA, B, Ci D dobivamo sustav jednadZbi

A+3C=-1,
AC+B+3D=1,
AD+BC= -9,
BD= -2

Lako se vidi da su koeficijenti cijeli bro-
jevi. To znacCi da za ureshi par(B, D) ima-
mo ove ‘@tiri mogucnosti:(1, —2), (-1, 2),
(2,-1), (-2, 1). Zadovoljava samo par
(B,D) = (-1, 2). Tadaje(A C) = (—4,1).
TraZeni rastav je

3t t34t2-0t-2=

v
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(32 —4t—1)(t?+t+2).

rieSavanje jednadZzbe petog stup-
nja svedeno je na rjeSavanje jednadZbe Cetvr-

4) Nakon triju koraka problem je sve-
den na poznate Cinjenice. Najprije imamo
konacan rastav jednadZbe petog stupnja

(t+1)(3t°—4t—1)(t2+t+2) =0.
Prvi faktor je sigurno razliCit od 0, a tfec
faktor nema realnih nulto¢aka. Prema to-
me, rjeSavanje polazne trigonometrijske jed-
nadZbe svodi se na rjeSavanje jedne kvadrat-
ne jednadzbetd3— 4t — 1 = 0 (ty, t,) i dvije
vrlo jednostavne trigonometrijske jednadZbe
tg§ =1, tgX to. Provedite to.

% ¥ x

Razmotrimo na kraju nekoliko primjera
u kojima primjena metode neodwuih koe-
ficjenata moZe doprinijeti razvoju stvaralac-
kog misljenja ucenika i njihovom uveahju
u stvaralacki rad. Radi se o izra¢unavanju
konacnih suma. U mnogim zbirkama zada-
ci iz ovog podrucja formuliraju se rijeCima
“DokaZite da za svaki prirodni braj vrijedi
jednakost. . ”. Desnha strana je zadana i trazi
se samo dokaz. U naSim primjerima f&-c
mo “zaboraviti” desne strane i poduzeti malo
istraZivanje zasnovano na razliCitim idejama.
Dio suma mogu istraZivati i u¢enici osnovne
Skole.

Primjer 6. Odredvanje kona¢nih suma

(kide od 1 don)
a > k> (2k—-1),
b) STk, S°(2k)%, S(2k—1), S k(k+1),

> k(3k+1), Zk(Zk 1)

c) LK, 30(2k)°%, 2o(2k—1)%, Yo k(k+1)?,

STK(k+1), S k(k+ 1) (k +2),

d) YK,
e) S K.

RjeSenje U nasem primjeru odabrano
je nekoliko karakteristicnih grupa suma. Po-
stoji viSe nacina kako doc€i do traZenih jed-
nakosti. Buduci da se radi o ve¢em broju
suma, nasa istraZivanja necemo moci proves-
ti u potpunosti, vé€&emo izdvaijiti i istraZiti
samo neke. To €e biti dovoljno za razumije-
vanje opceg postupka. IstraZzivanje:
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1) U grupi @ ocito su najjednostavnije Z(Zk_ 1)2 = }n(Zn —1)(2n+1)

sume. 3
Sumu prvihn prirodnih brojevad "k = - ‘_ln3 _ }n
nn+1) . .. 3 3"
1+2+...+n= ————= ucenici obicno 1
dobro poznaju. Za naSe potrebe ovu sumu Z k(k+1) = én(n +1)(n+2)
s . 1 1 1 2
pisat cemo u oblik}_ k = Enz + 3N _ §n3 T =

Suma)_(2k — 1), kao i druge slicne su-
me iz ove grupe, u kojima je op¢i pribrojnik
prvog stupnja, moZe se odrediti razlaganjem o1 B
na sumu suma. Tako je Z k(2k—1) = 6n(n +h(an-1)

1

_ _2p le 1
k-1 =2> k->1 =3m+ s —gn

_onn+d) 2 Uoc&imo: ako je op¢i pribrojnik u sumi
drugog stupnja, desna strana je treCeg stup-
Ucenicima osnovne Skole moZda je ova- Nja.
kav rad sa sumama previe apstraktan. Bo-  3) Prijedmo na grupu suma)c Ka-
lie je da njima pruzimo moguénost naslu- ko odrediti sumu kubova prvilm prirodnih
¢ivanja rezultata preko konkretnih primje- brojeva)_ k3? Ovdje ¢emo primijeniti no-

> k(3k+1)=n(n+1?=n’+2n° +n,

ra. Ovako: 1= 1, 1+3 = 4 = 22 vu ideju. Op¢ ¢lanovi suma u ovoj grupi
1+3+5=9=3%21+3+5+7=16= 4% su treCeg stupnja. Nije daleko pomisao da
1+34+5+74+9=25="5%itd. Sada bi su desne strane, na temelju razmatranja pret-
u&enici mogli izre¢i opéu tvrdnju: hodnih grupa, Cetvrtog stupnja. Ako je tako,

sve se one mogu obuhvatiipcim zapisom

Sumad_(2k — 1) prvih n neparnih pri- Ar* + Bré + Cré + Dn + E s neodrednim

rodnih brojeva jednaka je kvadratu brojan.  koeficijentimaA, B, C, D, E. Za odre@nje
tih koeficijenata potrebno je pet uvjeta. Njih

UoCimo: ako je opCi pribrojnik u sumi — yphiyamo promatranjem konkretnih suma za
prvog stupnja, desna strana je drugog stupnja. , _'1 5 34 5. 7a sumds k® tada dobiva-

2) U grupi b) nalazi se suma kvadrata mg sustav jednadzbi
prvih n prirodnih brojeva i njoj srodne su-

me. Ve¢ ovdje mogli bi smo poceti s prim- A+B+C+D+E=1
jenom metode neodredih koeficijenata, ali 16A+8B+4C+ 2D+ E =09,
to ¢emo uciniti u slijedeCem koraku korak 81A+ 27B+9C + 3D + E = 36,

dalje. Ovdje cemo pretpostaviti poznavanje 256A + 64B + 16C + 4D + E = 10Q
prve sume, kao i to da se ostale sume ove

grupe lako izradunavaju svedjem na sumu 625A+ 1238 +25C + 5D + E=225
suma. Vrijede jednakosti: Postupnom eliminacijom koeficijenata,

@ 1 podevs od koeficijentak, dobiva se da je rje-
=-nn+1)(2n+1 . : 1 1
Z 6 (n+1)2n+1) Senje gornjeg sustava= 7 B= > C= 7
= %rﬁ + %nZ + %n, D =0,E =0, paje traZena suma
1, 13 15 15 2
z]%V=§MH+D@W+D D K= gt G4 gt = gr(n+ 1%
4 2 PoZeljno je joS da se dobivena jednakost
=_n®4+2n + Zn, provjeri zan = 6. Zatim se jednakost doka-

3 3
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zuje metodom matematiCke indukcije. Osta-
le sume u ovoj grupi takaat se mogu odrediti
primjenom metode neodredih koeficijena-
ta. | ovdje je brZi nacin razlaganje na sumu
suma i uporaba prethodnih rezultata. Na pri-
mjer;

D k(k+1)(k+2) =) (K + 3+ 2K)
=Y K+3) K+2) k
n(n+ 1) + 3. (—15n(n+ 1)(2n + 1)

nn+1)
2

= %n(n +1)(n+2)(n+3).

4) Razmatranja u grupama sumgd) i
e) provode se analogno.

* * *

"4
+2-

U sljedecem primjeru taka Ce biti vi-
dljiva djelotvornost metode neodrexqih ko-
eficijenata.

Primjer 7. Odredvanje konacnih suma

(kide od 1 don)
1 1

Y LT D R DR D)
1
Bk+1)’

23—

~

b T A1 A
) 2 k(k+ 1)(k+2)
> k
(2k — 1)(2k + 1)(2k + 3)’
1
c :
> k(k+ 1)(k+ 2)(k + 3)
Rjesenje
1) Pogledajmo prvu grupu suma. Op-
¢i Clanovi suma su sliéni. Za sve tri sume

moguce je naslu€ivanje rezultata. Zaista,
1 1 1 1 2 1

12 2212723 312"
L1 3y
237 3.4 3%
1 _}i L2 1
13_3'13 3.5 5°1.3
171 T3
3.5 5.7 7
$23,2004

1111201
1-4 4'1-4 4.7 7 1-4
1+ ! 3itol
4.777-10 10

Iz niza konkretnih slu¢ajeva lako se iz-
vode opce tvrdnje
1 n

Zk(k+1) S n+1
1 n
2 (k—1)(k+1) 2n+1'
1 _n
Z(3k—2)(3k+1) S 3n+1

Jednakosti se mogu dokazati primjenom
metode matematiCke indukcije, ali i primje-
nom rastava na parcijalne razlomke. Rastav
prvog op@g dana je ocit:

1 1 1
kkk+1) k k+1
Za drugi ¢emo primijeniti metodu neodred
nih koeficijenata. Imamo
1 A n B
(2k—1)(2k+1) 2k-— 2k+1
_ (2A+2Bk+A-B
(2k —1)(2k+ 1)
Usporetdvanjem zakljuCujemo da je 2+
2B = 0,A— B = 1. Odavde jeA = },

2
B= —%. Prema tome je
1 1 1
(k—1)(2k+1) 2(2k—1) 2(k+1)
Analogno se pokazuje da je
1 1 1
(3k—2)(3k+1)  3(3k—2) 3(3k+1)

Sada nije teSko pokazati valjanost gornjih
tvrdniji.

UoCimo: desne strane promatranih su-
ma su kvocijenti linearnih izraza. Takve c
biti desne strane i drugih suma koje pripada-

ju ovoj grupi. Sve se one mogu obuhvatiti

opcm za |SomM
P PISOM= 7D

2) IstraZivanja suma druge grupe pocet
¢emo odretvanjem rastava oy dana prve
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sume na parcijalne razlomke. Primjenjujemo zaklju€ak o obliku desne strane takvih suma.

metodu neodrezhih koeficijenata. Imamo Navodimo samo da rezultat treba biti
1 _A B C 3 !
kk+1)(k+2)  k  k+1 ' k+2 k(k+1)(k+2)(k+ 3)
AK+ 1)(k + 2) + Bk(k + 2) + Ck(k + 1) _ n(mM+6n+11)
- k(k+ 1)(k + 2) 18+ 1)(n+2)(n+3)’
_ (A+B+C)k®+ (3A+ 2B+ C)k+ 2A o * oy
k(k+ 1)(k+2)

Toliko 0 metodi neodreehih koeficije-
nata. Bilo bi poZeljno da Citatelji sa svojim
ucenicima provedu potpuniju analizu pro-
blema u ovom Clanku i dovrSe “istrazivanje”.

Usporetdvanjem, za koeficijente dobi-
vamo sustav jednadZzbh + B + C = O,
3A+ 2B+ C =0, 2A = 1. Rjesenje ovog

sustava jeA = } B=—-1,C= Z. TraZeni Clanak nije mogao obuhvatiti i primjenu me-
.2 2 tode neodreenih koeficijenata u nekim rani-
rastav glasi . ) el .
je navedenim podrucjima, pa je ostalo dosta
1 1 1 1 . . )
- - = + . prostora za rad i u tom smjeru. Sve to bi-
kk+1)(k+2) 2k k+1 2(k+2) lo bi korisno i zato $to na taj nacin uéenici,
Na temelju ovog rastava moZemo naci daje uzmetoduneodretenih koeficijenata, bolje
1 n(n+ 3) upoznaju i neke druge vaZzne metode kao Sto
Z kk+ 1)(k+2) = AntLint2) su analiza, indukcija, generalizacija me-

= _ ) toda matematicke indukcije, metoda sup-
Uocimo: desna strana sume je kvocijent stijtucije. Time stjeéu jace samopouzdanje

kvadratnih izraza. Mozemo pretpostaviti da za eventualno sudjelovanje na matematickim
Ce desne strane svih suma koje pripadaju ovoj natjecanjima.

grupi biti takvog oblika, dakle i druga gore
navedena suma. Sve se one mogu obuhvatiti

. AP +Bn+C ,
opaim zaplsomm S neodred- Literatura
nim koeficijentimaA, B, C, D, Ei F. Za (1] Z. Kurnik, Posebne metode rjeSavanja mate-
L LT L matickih problema Zbornik radova struc¢no-
odretkenje tih koeficijenata potrebno je Sest metodi(sko% skupa, Rovinj 1999, 77-91.

uvjeta. Njih dobivamo promatranjem konk-  [2] Z.Kurnik, Reré DescartesMatematika i Skola 6
retnin suma %m =1234 _5’ 6. . . [3] (Zzolggrn?lf f/lgétoda supstitucije Matematika i
Zbog duZine postupka ispustamo detalje skola 20(2003), 196—202.

racunanja koeficijenata za drugu sumu. Na- [4] A. Mari¢, Konacni zbrojevi Element, Zagreb
vodimo samo rjeSenje sustava= 1,B = 1, 1998.

C=0,D=8,E=16,F = 6. Dakle;

k
Z (2k —1)(2k + 1)(2k + 3)
nn+1)
2(2n+1)(2n+3)’

3) U trecCoj je grupi samo jedna suma.
Vidimo da nju i sve sliCne sume karakterizi-
ra nazivnik u kojem je sada produkt sa Cetiri
faktora. Gtateljima prepustamo da na teme-
lju prethodnih razmatranja izvedu potreban
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