S pravca u ravninu

Branimir Daki¢, Zagreb

Cesto se pitamo koji je uzrok $to nam
ucenici imaju toliko problema s razumije-
vanjem tako jednostavne funkcije kao sto je
funkcija apsolutna vrijednost realnog broja,
f(x) = |x|. Definiciju te funkcije zapisujemo

u obliku
X, akojex >0
f(x) = { —X, ak{)jex <0
i taj zapis tumacimo:

Apsolutna vrijednost pozitivnog realnog
broja idti je taj broj, a apsolutna vrijednost
negativnog broja jest broj njemu suprotan,
dakle takoder poztivan broj. Apsolutna vri-
jednost nule je nula.

Na stranu to Sto primjeri kojima je svr-
ha potkrijepiti ovu definiciju, Cesto nisu takvi
da doprinose njezinu razumijevanju. A bez
potrebne pripreme, razumijevanju nece do-
prinijeti ni graficko prikazivanje funkcije u
koordinatnom sustavu.

Ova funkcija nad intervalon{ —oo, 0)
pada, a nad intervalor0, +cc) raste.

Kad kaZemo da bi valjalo provesti pri-
pravu prije grafiCke obrade ove funkcije, on-
da mislimo kako bi se to moglo napraviti uz
obradu linearne funkcije, navodeci i obtad
juci primjerepo dijelovima linearnih funkci-
ja.
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Jedan takav dobar primjer bio bi ovaj:

Zadatak. Nacrtaj graf funkcije

-2x—1 x<0

-1 0O0<x<?2
fx) =14 1

—X—2, X>2

2
Najprije valja protumaciti ovaj zapis jer
je to prvi susret ucenika s takvom funkcijom.
To je realna funkcija Cije se vrijednosti
za svex < 0 raCunaju po formulif (x) =
—2x — 1. Za 0< x < 2 funkcija je kons-
tanta, za svaki broj iz tog intervala vrijednost
funkcije je jednaka—1, tj. f(x)
kao treCe, vrijednosti funkcije za sve broje-
ve iz intervalax > 2 raCunaju se iz formule

1
f(x) = =X — 2.
() = 5

No jesmo li sigurni da je ovakvo tumace-
nje uc¢enicima jasno? Postavimo zato ovakva

pitanja:
Koliko je: f(—10), f(-1), f < 4)?
L) vz

Kolikoje f(0.11), f(1), f (§>

Koliko je f(24), f(12), f(3), f(18.8)?
A bilo bi jos bolje skakutati po recima u
zapisu funkcije, tako da se ucenika svaki put
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prisili da smjesti dani broj u pravi interval pa
onda izracuna vrijednost funkcije odgovara-
ju€im postupkom.

IzraCunaj:f(12), f(—1), f(v/2), f(0.11),
f(—10), itd.

Racunanje vrijednosti funkcije za zada-
ne brojeve razbistrit Ce smisao zapisa funkcije
i pridonijeti njezinu razumijevanju.

Vratimo se na sam zadatak:

Sto zapravo znaée uvjeti

X<0 0<x<2ix>2?

navedeni u zapisu funkcije? Uc&enici odgovor
na ovo pitanje shvacaju na sljedeci nacin:

Ovim zapisima dani su intervali na bro-
jevnom pravcu. Njima je brojevni pravac
razbijen na tri podrucja, tri intervala realnih
brojeva: (—o0,0], (0,2) i [2 +00).

Ali Sto isti uvjeti znaCe u koordinatnoj
ravnini? To pitanje valja nametnuti, jer graf
realne funkcije crta se u koordinatnoj ravni-
ni. 1tu je taj glavni iskorak koji sada moramo
napraviti. Moramo se protegnuti s pravca u
ravninu.

Uvjet x < 0 iz skupa svih tocak®(x, y)
ravnine izdvaja one Cije su apscise negativ-
ni brojevi ili nula, a ordinatay je bilo koji
broj. Koje su to tocke? Rijec je o zatvorenoj
poluravnini slijeva ordinatnoj osi, odnosno o
svim tockama iz Il. ili iz 1ll. kvadranta.

U toj poluravnini sada probiremo one
tocke Gje su ordinate zadane ga= —2x—1,
odnosno sve toCke oblikg, —2x — 1). To
su toc¢ke koje pripadaju pravcu s jednadZzbom
y = —2Xx—1, tocnije dijelu ovoga pravca koji
leZi u opisanoj poluravninjpolupravcy.

y

Razmisljajuéi na jednak nacin, zakljucu-
jemo kako je uvjetom < x < 2 odregna
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pruga, skup toCaka ravnine izmedvaju pa-
ralelnih pravaca = 0ix = 2. Unutar te pru-
ge izdvajamo podskup toCaka oblika —1),
dakle dio pravcaduZzinuy y = —1.

I konacno, sx > 2 odretkna je polurav-
nina u kojoj crtamo polupravac, dio pravca

1
= Ix-2.

Napomenimo kako je korisno posebno
razmotriti vrijednosti funkcije na rubovima
intervala.

Vet iz ovog jednostavnog primjera raz-
vidno je kako zadacima ove vrste valja pri-
stupati obazrivo jer povezivanje algebarskih
zapisa i njihove graficke predodZbe u koordi-
natnoj ravnini jest jedan od temeljinih ciljeva
uc¢enja matematike u srednjoj Skoli. Primje-
ri poput prethodnog jesu jednostavni ali tek
nakon Sto se usvoje s potpunim razumijeva-
njem.

Zato s poCetnom obradom koordinatnog
sustava ne treba Zuriti. Valja temeljito i s ve-
¢im brojem dobro osmisljenih primjera pot-
krijepiti ideju koordinatne metode. Za rjeSa-
vanje gornjeg, a i mnogih kasnijih zadataka
potrebno je dobro uvjeZbati odrgdnja iz-
vjeshih podskupova toCaka ravnine zadanih
jednostavnijim algebarskim formama. Takve
su primjerice sljedece tri:

2

-1<x<3
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ly| <2;

y

X-(y—1)>0.

U prvom je sluc¢aju danim uvjetom odre-
dena pruga, skup svih toCaka ravnine kojima
je apscisa brox, —1 < x < 3 a ordinatay
bilo koji broj.

U drugom primjeru imamo tde Gje or-
dinate zadovoljavaju uvjet

-2 <y < 2, ax je bilo koji realan
broj. Radi se o pruzi Ciji su granicni pravci
paralelni s osi apscisa.

| konacno, uvjetx(y — 1) > 0 ekviva-
lentan je sustavu nejednakost> 0iy > 1
ili x<0iy < 1. ToCke odredne na ovaj
nacin iscrtane su na slici.

Evo jos jednog jednostavnog primjera s
kojim sam imao u nastavi zgodan doZivljaj.

Zadatak. RijeSi sustav nejednadZzbi:

{ (2x—-3)(x+3) <0
(2y+5)(y—-2) <0

RijeC je o sustavu dviju nejednatiz Va-
lja dakle najprije svaku zasebno rijesiti pa
odrediti presjek skupova rjesSenja. Kako su
X i y realni brojevi, onda ima smisla rjeSenje
zadatka prikazati jedino graficki.

Rjesenje prve nejednadzbe je svaki real-
ni brojx, x € [-3, %], a druge svaki realni
brojy, y € [-3,2].

| Sto sada dalje?

Jer ovaj sustav je ipak za uCenike neo-
bican. U prvoj nejednadZbi jedina je nepoz-
nanicax, u drugoj nepoznanica jg Pa'to

Zanimljivo, kad zatraZite od uCenika da
vam graficki prikaZzu skupove rjesenja, oni
spontano nacrtaju koordinatni sustav i rjeSe-
nje prve nejednadzbe prikaZu kao interval na
osi X, a rjeSenje druge kao interval na osi
y. Postoji dakle intuicija koja je usmjerena
prema koordinatnoj ravnini.

Ipak je to sustav s dvije nepoznanice.
RjeSenja su stoga uredi parovi realnih bro-
jevaxiy. Skup svih rjeSenja sustava prikazan
je graficki kvadratom. Koordinate i y bilo
koje toCke s toga kvadrata rjeSenje su zada-
nog sustava nejednadZbi.

| Y |
\ X \

SIS}

Upravo opisani prijelaz s pravca u ravni-
nu je objektivna tafota. Zadatak bi ucenici-
ma bilo laksSe rijesiti da je postavljen izravni-
je:

Iscrtaj skup svih toCaka(x, y) ravnine
Cije koordinate i y zadovoljavaju dani sustav
nejednadzbi.

No onda bi njegova didakti¢ka vrijednost
sigurno bila manja.

| sada se vratimo na pocetak.

Hoce li nakon prethodno provedene ova-
kve obrade koordinatnog sustava biti lakSe
obradvati grafiCke prikaze i drugih algebars-
kih relacija i raznih realnih funkcija, a time i
funkcije f(x) = |x|? Zasigurno da. Nacelno
razumijevanje sustine nekog sadrZaja dopri-
nosi lakSem razumijevanju pa onda i ge8a-
nju pojedinacnih zadataka. Jedan od ciljeva

dvaju skupova od kojih je jedan rjeSenje prve,

a drugi rjeSenje druge nejednadZbe sustava?
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jecaj za pristup rjeSavanju nekog problema.
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