|z rjieCnika metodike

Metoda rekurzije

Zdravko Kurnik, Zagreb

U ovom odjeljku upoznat ¢emo jednu £(3) = 1+ 1
metodu Cija je primjenavrlo djelotvorna u po- 1-1(2) 2’
drucju urenih nizova brojeva. Kao uvod- 1+ f(3 1

o 1H1E) _
ni primjer posldz# ¢e nam zadatak koji su (4) = 1-1(3) 3’
rieSavali ucenici I. razreda srednje skole na 1+ f(4)
zadnjem opcinsko-gradskom natjecanju. f(5) = 1) =2

Zadatak. Zadana je funkcijafZ — Q, f(6) = Tr ;(? = -3
za koju vrijedi - fEG; .

+
f(7) = =—=
f(x+1):i+;&; zasvaki xe Z. () 1-1(6) 2’

_ _ 1+1f(7) 1 .

Ako je f(1) = 2, odredite f2004). f(8) = 1-1(7) 3 d

Odavde zakljuCujemo da se nakon sva-
kih Cetiriju koraka ¢lanovi ponavljaju, tj. vri-
jedi jednakostf (n + 4) = f(n) zan € N.
Sada nije tesko naci traZeni ¢lan:

Rjesenje Iz formulacije zadatka razabi-
remo da je zapravo potrebno razmotriti jedan
niz, niz vrijednosti funkcijef :

f(1), £(2), £(3), £(4), £(5). 1(6), 1

f(7), £(8),..., (2004, .... f(2004) = 1(2000 = ... = f(4) = 3.
U ovom nizu poznat je prvi ¢lan, a svaki drugi .
¢lan odredje se pomocu prethodndtaoa na ) _ N
temelju gornje formule. Tako se moZe nac Gornji zadatak samo je zoran i jedno-

¢lan f(2004). Neprilika je jedino Sto je broj ~ Stavan primjer primjene jedne vazne metode.
2004 dosta velik pa bi za izraunavanje ¢la- Mnogi nizovi razmatraju se na analogan na-
na f(2004) trebalo i dosta vremena. Mad  Cin. Ta metoda naziva seetoda rekurzije,

¢lanovima niza sigurno postoji neka dublja Bit metode sastoji se u sljedecem.
veza. Pogledajmo: Neka je(an) potpuno uredni niz. Nje-
f(1) =2, g_ovi élanovi_mogt_J se odradhti jedgn zadru-
14 (1) gim ako su ispunjena ova dva uvjeta:
f(2) = 1= = -3, 1° poznat je prvi ¢lan nizay;
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2° postoji relacija koja povezuje 6pc
¢lan nizaa, s prethodnim ¢lanovima.

Relacija se nazivaskurzivna relacija,
a za t¢anove kazemo da ih odragmo re-
kurzivno. Ti pojmovi potjeCu od latinske
rijeci recurrens— koji se vraca

U daljim razmatranjima ukratko ¢emo
opisati neke poznate rekurzije.

Suma S§(n)

SaS(n) oznacena je suma-tih poten-
cija prvih n prirodnih brojeva. Za svaki broj
k iz skupaNg imamo jednu takvu sumu. Pre-
matome, u ovoj to¢ki promatrat ¢emo niz su-
maS(n), Su(n), S(n), Ss(), ... Sealn),
S(n). Kako na¢i sumug(n)? Podmo re-
dom.

1) SumaS(n) je jednostavna i odmah
nalazimo da j&(n) = n.

2) SumuS;(n) prvih n prirodnih brojeva

ucenici obi¢no dobro poznaju. Ona se mo-
Ze lako naci tako da se napiSe s oba poretka

pribrojnika i ti prikazi zbroje. Imamo
SN)=1+243+...+n—-2+n-1+n,
SSN)=n+n—-1+n-2+...+34+2+1
1
Si(n) = En(n+ 1).
3) Sumu$(n) kvadrata prvihn prirod-
nih brojeva odredit ¢emo na nacin kdjec

se pokazati vrlo djelotvornim. Promatrajmo
jednakost

N+1°=n+3+3n+1

Napisemo liovu jednakostredomizal, 2 3, ...

1 n, i sve te jednakosti zbrojimo, dobivamo
(n+1)%3 =1+ 3S%(n) +3S(n) + S(n).
Odavde nalazimo

S = 5+ 1° - 2

3
7
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Vidimo da se sum&(n) izraZava pomae
prethodnih sum& (n) i $(n). Bududi da te

sume znamo, lako nalazimo da je
2P +3n¢+n 1
S(n) = % = Zn(n+1)(2n+1).

4) SumuSs(n) kubova prvihn prirodnih
brojeva odredjemo koristeci jednakost

(n+1)*=n*+4an +6r° +4n+ 1.
Napisemo i ovu jednakost redom za =
1,23 ...,n—1 n,isve te jednakosti zbro-
jimo, dobivamo

(N+1)*=1+4%(n)+6S(n)+4S, (n)+S(n).
Odavde nalazimo

S(n) = %(n+ 1)4 - % - gsz(n)
~ i) - 7S(0)

Vidimo da se sum&(n) izrazava po-
mocu prethodnih sum&(n), S;(n) i $(n).
Buduci da te sume znamo, lako nalazimo da
je

(n) = nf+2n+n® 1

N 4 4

5) Na posve analogan nacin moZe se iz-

racunati svaka od sunfg(n). Za izracuna-
vanje sluzi pomoc¢na jednakost

(N4 1)k = it 4 <k+ 1>nk

n?(n+ 1)2.

1
k+1 k+1
+< er >+...+< Jlr >n+1.
Napisemoliovujednakostze=1,2 3, ..., n,

i sve dobivene jednakosti zbrojimo, nakon
kraceg racuna dobivamo

1
— k+1
. S<(n)_k+l(n+1) k+1
» M= 1
- Ek&,l(n) —...—S(n)
1
i

Odavde se sum&(n) izraCunava pomac
prethodnih sum&-_1(n), ..., Si(n), S(n).
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Navodimo jos samo neke posebne rezul-
tate:

Si(n) = %n(n +1)(2n+ 1)(3r* +3n — 1),
SM) = 1i2n2(n + 122 + 2n — 1),
ss(n):4i2n(n+1)(2n+1)(3n4+6n3—3n+1),
Sy(n):2—14n2(n+1)2(3n4+6n3—n2—4n+2).

Zanimljivo svojstvo sumé&(n) iskazuje
sljedeca tvrdnja:

suma §(n) polinom je od Nk+ 1)— og
stupnja, koeficijent uz najvisu potenciftth
jednak je——, a koeficijent uz potenciju‘n

T k+1
ne ovisi o k.

Aritmeticki niz

Krecemo od definicije:

niz brojeva(a,) kod kojeg je razlika sva-
kog dana i prethodnog Clana stalan, naziva se
aritmeticki niz . Stalna razlika naziva s&-
ferencija niza i ozndava sad. Dakle:

8 —a-1=0d & =a1+d

Vet ova definicijska jednakost zapravo
jerekurzivnarelacija pomocu koje gradimo
niz. Ovdje je potrebno da znamo prvi Clan
nizaa; i diferencijud. Ostale ¢lanove niza
tada odredjemo rekurzivho:a = a; + d,
a=a+d as =az+ditd.

Clanove aritmeti¢kog niza moZemo na-
laziti i nesto drugacije, samo pomocu pret-
hodnih ¢lanova. Naime, prema definiciji
imamoany2 — @1 = d, a1 — ay = d,

a odavde slijedi da je

+
%+1ZW'

Svaki €lan aritmetiCkog niza jaritmetitka
sredinasvojih susjeda. Podsjetimo se da je
naziv aritmetiCki niz i nastao na temelju ovog
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karakteristicnog svojstva niza. Gornja jedna-
kost moZe se zapisati u obliku

ant2 = 28n41 — an.

Sada smo dobilirekurzivnu relaciju
pomocu koje se svaki €lan aritmetickog niza
nalazi pomocu dvaju prethodnih ¢lanova. Da
bi aritmericki niz bio odredn, u ovom slUa-
ju potrebno je zadati njegova prva dva ¢lana
a1, a. Tadajeag = 2ap — a1, a4 = 283 — &
itd.

Geometrijski niz

Krecemo od definicije:

niz brojeva(a,) kod kojeg je kvocijent
svakog Clana i prethodnog clana stalan, na-
Ziva segeometrijski niz. Stalni kvocijent
oznaava se 9.

Za geometrijski nizy, ap = a10, ag =
a1, ..., a, = a;q" ! imamo ogito najjed-
nostavnijurekurzivnu relaciju

ani1 = (én.

Fibonaccijev niz

Godine 1202. talijanski matemadic.e-
onardo iz PisevanFibonacciobjelodanio je
svoje najpoznatije djeldiber Abaci U toj
knjizi nalazi se sljedeci zanimljivi zadatak o
razmnoZavanju Zewva.

Netko je poCetkom godine doveo na pu-
sti otok par novorodnih zeCeva da bi doznao
koliko ¢e se parova zecCeva roditi do kraja
godine. Nakon navrSena dva mjeseca Zivo-
ta ovaj ¢e mladi par dobiti prvi par mladih
zeCeva, a zatim ¢e po par mladih zeCeva do-
bivati nakon svakog mjeseca. Svaki novi par
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dobivat ¢e potomke na isti nacin. Koliko ¢e
parova zeCeva biti na tom otoku na pocetku
sljedeée godine?

Jasno je da na pocetku drugog mjeseca

jos uvijek imamo samo jedan par. Na po-
Cetku treCeg mjesecatade novi par mladih
zeCeva, pa tako imamo 2 para. Na pocetku
Cetvrtog mjeseca radse novi par i ukupan
broj parova je sada 3 para. Pocetak petog
mjeseca donosi na svijet dva nova para ze-
Ceva i ukupan broj parova raste na 5 parova
itd.

Oznacimo broj parova ze¢eva na pocetku
n-tog mjeseca sk,. Na pocetku'n + 1)-og
mjeseca broj parova Zeea jeF,, 1. Na po-
cetku(n + 2)-og mjeseca broj parova 2@
Fni1 pove@va se zd,, koliko je tog tre-
nutka parova zecCeva koji su stari barem dva

Fibonaccijev niz je, dakle, grat ova-
ko: 1,1, 2, 3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144,
233, 377, 610, 987.. ..

Fibonaccijevi brojevi imaju niz zanim-
ljivih i vaZnih svojstava. VaZna je i njihova
primjena u mnogim podrucjima matematike.
Evo nekih od svojstava:
Fi+Fo+...+Fh=Fp2— 1
2) Fi+Fs+...4+Fono1 = Fon.

3) Fo+Fa+...+Fon=Fo — 1.
4) F1 —Fo+F3—F4+... 4+ (-D)"1F,
= (-1)™F, 1 + 1.

5) F2 4+ F3+...+ F2 = FoFni1.

6) Fm+n = Fm_an + FmFrH_]_.

7) Fon=Fh —Fi y Fanpn = FR+FR .
8) Fn1-Fni1— Fa=(-D"

9) Fn|F2n

Dokazi nekih svojstava su vrlo jedno-

mjeseca. Prema tome, veza brojeva parova stavni i nadamo se da Ce ih Citatelji lako pro-

dana je relacijom
I:n+2 = I:n+1 + I:n-

Ovo je rekurzivna relacija koja omo-
gucuje rjesSenje zadatka. Imamo redom:
Fr. = 1, Fp, = 1, F3 Fo +F = 2,
Fs = F3+F2=3,Fs =F4+F3 =5
Fe = Fs + F4 = 8, F7 = Fe + Fs = 13,
Fs = F+ Fg = 21,F9 =Fg+F; = 34,
Fio=Fg+ Fg =55,F11 = F190+ Fg = 89,
Fio=Fu1+Fio=144,Fi3=Fi2+ Fuu1 =
233.

Na pocetku druge godine na otoku ¢e biti
233 para zéeva.

% ¥ x

Gornji zadatak je elegantno rijeSen i ti-
me kao da je stvar zavrsila. Metim, zadatak
daje mnogo vise. On je zapravo lijepa mo-
tivacija za uvo@nje jednog vaznog matema-
tickog objekta. Apstrahiramo li problemsku
situaciju od zeceva, prirodno se namece slje-
deca definicija:

Niz brojeva (F,) odreten rekurzivnom
relacijomFn,» = Fny 1 + Fp Uz poCetne uv-
jeteF1 = 1, F, = 1 naziva se-ibonaccijev
niz, a njegovi €lanovkibonaccijevi brojevi.

p\74
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vesti.

Podjela ravnine pravcima

Svaki pravac ravnine dijeli ravninu na
dvije poluravnine. Ako imamo viSe pravaca,
onda su i te poluravnine podijeljene na dije-
love razli¢itih oblika. Tako nastaje sljedec
problem:

Neka je u ravnini zadano n pravaca
P1, P2, - - -, Pn U Opcem poloZaju (nema para-
lelnih i ni koja tri ne prolaze istom tockom) i
neka je B(n) broj dijelova na koje ti pravci
dijele ravninu. Koliki je D(n)?

Do relacije za veli€inuD,(n) dod ¢emo
na dva razlicita nacina.

1) Prvi nacin je induktivni pristup. La-
ko se uoCava da jedan pravac dijeli ravninu
na dva dijela, dva pravca na Cetiri dijela, tri
pravca na sedam dijelova, Cetiri pravca na
jedanaest dijelova itd. To znaci da je

Da(1) = 2, Do(2) =4, Dy(3) =7,
Dy(4) = 11 itd.
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Te jednakosti moZzemo pisati malo dru-
gacije:

1.2
Dy(1) =1+1=""+1

2-3
Dy(2) =3+1="~+1

3.4

4

Dy(4) =10+ 1 = 75 +1itd.

Na temelju ovih jednakosti prirodno se
namece poopcenje:

Broj dijelova na koje n pravaca ravni-
ne u opcem poloZaju dijeli ravninu zadan je
jednakaosgu
n+1) , n4n+2
2 = 2 '

Naravno, tu tvrdnju treba dokazati. Do-
kaz se provodi primjenom metode matema-
ticke indukcije. To prepustamo Citateljima.

2) Drugi nacin je primjena metode rekur-
zije. Da bismo odredili broj dijelov@;(n),
promatrajmo broj dijelové,(n — 1) na koje
n — 1 pravac ravningy, po, - - ., pn_1 dijeli
ravninu, in—ti pravacp,. Dodavanjenn-tog
pravca broj dijelovd,(n—1) pove€@va se za
n (to je broj dijelova’so gan— 1 pravac odre-
duje nan-tom pravcy. Prema tome, vrijedi
rekurzivna relacija

Da(n) =Da(n—1) 4+ n.
Sada imamo redom

D2(2) = D2(1) + 2,

D2(3) = D2(2) + 3,

D2(4) = D2(3) + 4,

D)=

Do(n—1)=Da(n—2)+n—1,
Dz(n) = Da(n—1) + n.
Zbrajanjem ovih jednakosti dobivamo
Da(n) =D2(1) +2+3+4+...+(n—=1)+n
=1+(1+...+n)
n-(n+1) n+n+2
2 2 )

=1+
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Podjela prostora ravninama

Analogno kao pravac u ravnini, svaka
ravnina prostora dijeli prostor na dva polu-
prostora. Ako imamo vise ravnina, onda na-
staje podjela prostora na dijelove razlicitih
oblika. Ovdje moZemo postaviti dva zanim-
ljiva problema.

Neka je u prostoru zadano n ravning
T2,. . ., Ty KOje prolaze jednom to¢kom O, ali
ni koje tri ne sadrZe isti pravac, i neka je
D5(n) broj dijelova na koje te ravnine dijele
prostor. Koliki je Bj(n)?

Neka je u prostoru zadano n ravning,
T2, ..., in U Oopcem poloZaju (nema paralel-
nih ravnina, ni koje tri nisu paralelne nekom
pravcu i ni koje Cetiri ne prolaze istom toc-
kom) i neka je B(n) broj dijelova na koje te
ravnine dijele prostor. Koliki je B{n)?

A) Razmotrimo prvi problem. To tako-
der moZemo uciniti na dva nacina.

1) Induktivni pristup. Zor nam pomaz
da lako odredimo prva tri ¢lana induktivhog
niza. Vidljivo je da jedna ravnina dijeli pro-
stor na dva dijela, dvije ravnine na Cetiri dije-
la, tri ravnine na osam dijelova itd. To zhiac
da jeD3(1) = 2,D3(2) = 4,D5(3) = 8 itd.

Sto se odavde moZe zaklju¢iti? Svat-
ko bi bez mnogo razmisljanja rekao darza
ravnina ocito vrijedi sljede¢e poopcenije:

D3(n) = 2".

Nacin zakljucivanja je dobar, ali jedna-
kost nije toCna! Premalo je bilo posebnih
slu¢ajeva da bi poopc¢avanje dalo pouzdani-
ji rezultat. Veczan = 4 broj dijelova nije
16, kako bi po formuli trebalo biti. Naime,
Cetvrta ravninam ne dijeli svih 8 dijelova
prethodnog slu¢aja na po dva dijela ve¢ sa-
mo 6 dijelova. Tako nastaje povecCanje broja
dijelova samo za 6, pa je

D3(4) = 14
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Dalje je malo teZe uspostaviti pravilnost

ravninamy, m,. .., ©n_1 dijeli prostor, in-tu

gradnje desne strane formule, pa ovaj pristup ravninum,. Uocimo li dan — 1 ravnina pre-

zavrsavamo.

2) Primjena metode rekurzije. Da bi-
smo odredili broj dijeloveD5(n), promatraj-
mo broj dijelovaD5(n — 1) na kojen — 1
ravninam, my,. . . , my_1 dijeli prostor, in—tu
ravninum,. UoCimo li dan — 1 ravnina dijeli
n-tu ravninu na 2n— 1) dijelova, onda se do-
davanjemn-te ravnine broj dijelova prostora
D5(n—1) pove@va upravo za toliko dijelova.
Prema tome, vrijediekurzivna relacija

D3(n) =D3(n—1) +2(n—1).
Sada nije tesko odrediti brB (n). Ima-
mo redom:

D3(1) =2,

D3(2) = D3(1) + 2
D3(3) = D3(2) + 4,
D3(4) = D3(3) + 6,

D3(n) =D3(n—1) +2(n—1).
Zbrajanjem ovih jednakosti proizlazi
D3(n)=2+2(1+2+3+...+(n—-1))
=2+2- %(n— 1)n,

odnosno
D3(n) =n®> —n+2.

B) Razmotrimo drugi problem. To tako-
der moZemo uciniti na dva nacina.

1) Induktivni pristup. PocCetak je sasvim
analogan onom kod prvog problema. Razli-
ka pocinje u Cetvrtom koraku. Dodavanjem
Cetvrte ravnineny broj dijelova prostora ne
pove@va se na 16, vega 15(vidite li to?).
Tako dobivamo sljedeci induktivni niz:

D3(1) = 2, D3(2) =4, D3(3) =8,

D3(4) =15 itd.

Nastavak razmatranja prilicno je ne-
izvjestan.

2) Primjena metode rekurzije. Da bi-

smo odredili broj dijeloveDs(n), promatraj-
mo broj dijelovaDs(n — 1) na kojen — 1
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sijecan-tu ravninu pon — 1 pravcu i na taj je

L n—1n .
nacin dijeli naDy(n—1) = 1+ ( ) di-
jelova, onda se dodavanjemrte ravnine broj
dijelova prostoraDz(n — 1) pove@va upra-
vo za toliko dijelova. Prema tome, vrijedi
rekurzivna relacija

(n—1)n
2

Sada nije tesko odrediti brBg(n). Ima-
mo redom

D3(1) =2

D3(n) =D3(n—1)+1+

1.2

D3(2) = D3(1) + 1+ =

2-3

D3(3) =D3(2) + 1+ 0

3-4

D3(4) =D3(3) + 1+ —
(n—1)n

D3(n) =D3(n—1)+1+

2
Zbrajanjem ovih jednakosti proizlazi
1
Ds(n) :2+n—1+§(1-2+2-3
+3-4+...+(n=1)n)
11
=n+ 1+§ . é(n— Ln(n+ 1).
Konamo je

Rekurzivne jednadz “be

Jedan smijer istraZivanja rekurzije su re-
kurzivne jednadzbe. Svi gore razmatrani ni-
zovi rjeSenja su takvih jednadzbi. Posebno
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je vaZzan pojam linearnih homogenih rekur-
zivnih jednadZbi, jer je njihova teorija dobro
razvijena.

Definicija:

jednadZba oblika
f(n+k)=ouf(n+k—-1)

+opf(N+k—2)+ ...+ oxf(n),
gdje suoy, 0o,..., 0k € R, ax # 0,k € N
naziva selinearna homogena rekurzivna
jednadzba redak.

Rijesiti gornju jednadzbu znaci naci sve
nizove f, koji je zadovoljavaju.

Ovim jednadZbama nec¢emo se podrob-
nije baviti. Navest cemo samo neke od takvih
jednadZbi koje su u uskoj vezi s gore obead
nim nizovima.

1) Natemelju rekurzivne relacig 1 =
ga, zakljuCujemo da je geometrijski niz fies
nje linearne homogene rekurzivne jedniaelz
prvog reda

f(n+1) = af(n).

2) Pri opisu aritmetickog niza ustanovili
smo rekurzivnu relacij@,,» = 2a,.1 — an.

To znaci da je aritmeticki niz rjeSenje linear-
ne homogene rekurzivnhe jednadZbe drugog
reda

f(n+2)=2f(n+1) — f(n).
3) Pri opisu Fibonaccijevog niza ustano-
vili smo rekurzivnu relacijuqy, 2 = Fnyi1 +
Fn. To znaci da je Fibonaccijev niz fjes
nje linearne homogene rekurzivne jedniaez
drugog reda
f(n+2)=f(n+ 1)+ f(n).
4) Promatrajmo niz kvadrata prirodnih
brojeva 2, 22, 3..., n?,.... Za taj niz
iz jednakostif(n + 1) = (n + 1) slijedi
fln+1) =f(n+2n+1,izf(n+2) =
(n+2)?, slijedi f(n+2) = f(n+1)+2n+3,
iz f(n+3) = (n+ 3)?, slijedi f(n+3) =
f(n+2) + 2n+ 5. Eliminacijom slobodnih
Clanova iz triju dobivenih jednakosti nalazi-
mo da je nas niz rjesSenje linearne homogene
rekurzivne jednadzbe treCeg reda

f(n+3)=3f(n+2) —3f(n+ 1) + f(n).
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5) Promatrajmo niz kubova prirodnih
brojeva £,23,3%,...,n%,.... Analogno pret-
hodnim razmatranjima, za taj niz dobivamo
da je rjeSenje linearne homogene rekurzivne
jednadbe Gtvrtog reda

f(n+4)=4f (n+3)—6f (n+2)+4f (n+1)—f(n).

ViSe o rekurzivnim jednadZbama riez
se naci u navedenoj literaturi.

Zadaci s natjecanja

Na nasim matematickim natjecanjima
povremeno se zadaju zadaci u kojima se po-
javljuje rekurzija. Najee&e se radi o arit-
metickim i geometrijskim nizovima, aliimali
zadataka o drugim nizovima koji se definiraju
rekurzivno. Evo nekoliko takvih zadataka.

1. Niz a, a, ..., a,, ... definiran je ova-

ko: & = 1,

n+1
an - m(a1+a2+. . .+an71), n> 1
Odredite aggg

(Opcinsko natjecanje 1999., IV. razred)

2. IzraCunajte sumu
a a a3 ak
> +22+23+...+2k+...,
gdje je(a,) niz brojeva definiran na ovaj
nacin
aa=1la=1a =a,1+a,2za
n> 2.
(DrZavno natjecanje 1999., IV. razred)
3. Niz (a,) zadan je rekurzivno sa= —1,
2an_1— 3
=——,neN.
a4 "€

Odredite formulu zaqf

(Zupanijsko natjecanje 1998., IV. razred)
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4. Neka je(an) niz pozitivnih cijelih broje-
va takav da je
a3 < aian2=an1+a,zan> 2.
Ako je g = 120,koliko je g?

(Zupanijsko natjecanje 1996., I. razred)
5. Zadan je niz x = 1, X = 2 X3 =

4, Xnt3 = Xnt2 + Xny1 + Xn Za svako

n € N. Dokazite da se svaki prirodni

broj moZe prikazati kao zbroj razliCitih

elemenata tog niza

(Drzavno natjecanje 1995., IV. razred)

6. Zadan je niZa,) rekurzivnom formulom
_a+b

, 0<b<l ag=0.

Pokazite da je niz konvergentan iizracu-
najte mu limes

(DrZavno natjecanje 1993., IV. razred)
*

*k *k

Gorniji prikaz rekurzija ukazuje na potre-
bu da se ucenici starijih razreda sredije-s

le podrobnije upoznaju s metodom rekurzije

pri rjeSavanju sloZenijih zadataka o nizovi-

ma. Zadaci s natjecanja dobar su vodic koji
pokazuje u kojem smjeru treba i¢i priprema

nasih naprednijih u¢enika za sigurniji nastup
na matematickim natjecanjima. Jedna mate-
matiCka radionica s ovom temom znatno bi

doprinijela toj sigurnosti.
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UMS-u broj 18 pisali smo o najvec¢im dotad pro-

nacenim prostim brojevima. No Michael Shafer, 26-
ogodisnji student kemijskog inZenjerstva na Michigar
State University u Sjedinjenim Americkim DrZavama na-
sao je novi, sada je to 40. poznat Mersenneov broj. To |
broj220 996 011_1 ' Gjem je zapistb 320 430znamenki,

za Ciji bi potpuni ispis trebalo oko 1 500 stranica. Ujedna
je to i najveci poznat prosti broj.

O pronalasku broja javila je organizacija GIMPS
(Great Internet Mersenne Prime Search) koja se i bé
Vi upravo potragom za nepoznatim prostim brojevima
SnalaZljivi i spretni trgovci vec su otisnuli poster s ovim
brojem, a uz njega isporucuju i povecalo.

Na slici je sretni Michael uz svoje Dell Dimension
racunalo s 2 GHz memorije i Intel Pentium 4 procesorom, na cijem je ekranu famozni
broj bljesnuo 17. studenog 2003. u 14.30.
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